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 الفضاءات التوبولوجية
Topological Spaces 

 

 مقدمة

ثم ومن فهوم التوبولوجي على مجموعة الأعداد الحقيقية دراسة م بدأت

أعم من هاتين اً لكون الفضاءات المترية أشمل و. و نظرعلى المستوي الاقليدي

 ال مترية و الدوفدراسة التوبولوجي على الفضاءات ال، المجموعتين 

 المرحلة الثانية من تطور علم التوبولوجيا، حيث أنه لم المتصلة عليها تعتبر

متدت دراسته  لتشمل مجموعات أخرى يتوقف عند الفضاءات المترية بل ا

 بغض النظر عن خواص هذه المجموعات.

خواصه. مفهوم الفضاء التوبولوجي العام ولدراسة هذا الفصل مخصص 

 نقاط مثل ت التوبولوجية لمفاهيم المتعلقة بالفضاءادراسة بعض ا بالإضافة إلى

الانغلاق ، النهاية ، النقاط الداخلية ، النقاط الخارجية ، النقاط الحدودية 

ساس الجزئي والأالأساس كل من مفهوم أيضاً سندرس   الخ. للمجموعات

للتوبولوجي وكذلك التوبولوجي النسبي وتوبولوجي الجداء )الضرب(. أخيراً 

 دراسة مفهوم التقارب للمتتابعات في الفضاءات التوبولوجية.ب م هذا الفصل تنخت
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 الفضاءات التوبولوجية.( 1.3)

إن بناء الفضااء التوبولاوجي يساتند أساسااً علاى فكارم المجموعاات المفتوحاة  

، و لقد عرفنا أن المجموعاات المفتوحاة فاي التي تطرقنا إليها في الفصل السابق 

والتاي تانص  (4.2نظرياة )فاي كماا وردت ق خواصاً معينة الفضاء المتري تحق

),( على أنه في الفضاء المتري dX : يتحقق الآتي  

(i) كل من,X.مجموعة مفتوحة 

(ii)   1  إذا كانت 2 3 nG ,G ,G ,...,G  مجموعات مفتوحة فإن التقاطع 

1 2 3 nG G G ... G    

 مجموعة مفتوحة. يعطي

(iii) من المجموعات المفتوحة يكون مجموعة مفتوحة.  أي عدد اتحاد  

ماان  عائلااة بأنااه ، X، علااى مجموعااة خياار خاليااة يالتوبولااوج نعاارفلهااذا 

لكي نضمن أن عناصر هاذه العائلاة هاي و Xالمفتوحة من  المجموعات الجزئية

خاااواص المجموعاااات هاااذه المجموعاااات تحقاااق  حاااة فيلااازم أن مجموعاااات مفتو

 .(4.2نظرية )في المفتوحة الواردم 

 (1.3تعريف )

 جزئية من من مجموعات مكونة  عائلة مجموعة خير خالية و Xلتكن 

X :بحيث تحقق الشروط التالية 

(i)  ن المجموعتا,X  تنتميان إلى. 

(ii)   لكل مجموعتينBA,  فإنBA أي أن تقاطع عدد (

 ايضا(. يكون عنصراً في  منته من عناصر 

(iii)  لتكن
i

A  فإن
i

i
A . 
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 سامى ت Gمجموعاة يو أ Xعلاى المجموعاة  توبولوجيتسمى   العائلة 

  مجموعااااااااة مغلقااااااااة ومكملتهااااااااا تساااااااامى (open)مجموعااااااااة مفتوحااااااااة 

(closed) .المرتااااااب   يالثنااااااائ مىيسااااااو),( X توبولااااااوجي فضاااااااء 

(Topological space) . 

 (  1.3مثال )

},,{  بفرض أن cbaX  ت  التاليةاتوبولوجي. فإنه يمكن تعريف ال  : 

}},{},{},{,,{10 cbcbX   

}},{},{,,{11 baaX   

}},{},{,,{12 caaX   

}},{},{,,{13 babX   

}},{},{,,{14 cbbX   

}},{},,{},{,,{15 cbbabX   

}},{},,{},{,,{16 cabaaX   

}},{},,{},{,,{17 cbcacX   

},{
1

 X 

}}{,,{2 aX   

}}{,,{
3

bX   

}}{,,{
4

cX   

}},{,,{
5

baX   

}},{,,{
6

caX   

}},{,,{
7

cbX   

}},{},{},{,,{8 babaX   

}},{},{},{,,{9 cacaX   

مماا سابق  توبولاوجيعلماا باأن كال  . يمكن الحصول على توبولوجياات أخارىو

 . السابقةحقق الشروط الثلاث ي

 (  1.3مثال )

},,,,{إذا كانااات   edcbaX  شاااكلالتالياااة ت مااان التجمعاااات يمجموعاااة.  أ 

 : Xعلى  توبولوجي
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(i) }},{},,{},{,,{1 cabaaX    

(ii)  }},,,{},,,{},,,{,,{2 dcbadbacbaX     

(iii) }},,,{},,,{},,{},{,,{3 dcbadcabaaX   . 

 الحل 

( i )1  حيث أن توبولوجيلا تمثل
1

},{},,{ caba  و لكن نجد أن  

1},,{},{},{  cbacaba 

 .الثالث من شروط التوبولوجي لا تحقق الشرط 1و من ثم فإن  

(ii )2  2   لأن توبولوجيلا تمثل},,{},,,{ dbacba ،  التقاطع  بينما

2},{},,{},,{  badbacba 

 .الثاني من شروط التوبولوجي لا تحقق الشرط 2و من ثم فإن 

 (iii )}},,,{},,,{},,{},{,,{3 dcbadcabaaX    توبولاااااوجيتمثااااال 

 شروط التوبولوجي . لأنها تحقق كل 

 (  1.1مثال )

)عائلة كل  XP)(مجموعة ، فإن مجموعة القوم   Xنفرض أن  

 توبولوجيوتسمى ال Xعلى  توبولوجي( تمثل Xالمجموعات الجزئية من 

 توبولوجيبينما ال  .أو التوبولوجي القوي (Discrete topology) المتقطعة

},{  X الغير متقطع توبولوجيسمى الي (Indiscrete topology)   و

 .يسمى أحيانا التوبولوجي الضعيف  أو التوبولوجي التافه

 (  1.3مثال )

 مجموعة خير خالية و أن  Xبفرض أن

}{})(:{   finiteGXXG 
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و التي مكملاتها تكون  Xالمجموعات الجزئية من هي عائلة كل  أي أن 

 Xتمثل توبولوجي على  . العائلة المجموعة الخالية  إلىمنتهية بالإضافة 

يمكن و ذلك  (Co-finite Topology) توبولوجي المكملات المنتهية يسمى 

 ملاحظته من خلال دراسة مدى تحقق شروط التوبولوجي عليه:

   :الأول الشرط

من التعريف نجد أن   و حيث أن ، )( XX  و هي مجموعة منتهية

Xفإن   نستنتج أن  و عليه ,X  . 

 :الثاني الشرط

HGنفرض أن    ؟ HGو المطلوب إثبات أن  ,

HGبمااا أن  )(، فااإن  كاال ماان , HX   و)( GX   مجموعااة منتهيااة و

)()()( من ثم فإن إتحادهما HGXHXGX    يكون مجموعة

 .HGمنتهية و من ثم نجد أن 

 :الثالث الشرط

}نفرض أن   }iG  عائلة من عناصر  و المطلوب إثبات أنi iG   ؟ 

iGحيث أن    لكلi  المجموعات فإن كل مجموعة  من( )iX G  هي 

)مجموعة منتهية و من ثم تقاطع المجموعات المنتهية  )i iX G   مجموعة 

)منتهية. و لكن  )i i i iX G X G     و بالتالي فإنi iX G  

iو عليه فإن مجموعة منتهية  iG  . 

 .Xعلى  توبولوجيتمثل  إذاً يمكن القول بأن 

 (1.3مثال )

 . العائلة Xpمجموعة خير خالية و  Xبفرض أن
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}:,{ GpXGP   

 ختارم .ميسمى توبولوجي النقطة ال Xوبولوجي على تشكل ت

 لالح

 الأول:  الشرط

PXفاإن   Xp، و حيث أن Pمن التعريف نجد أن    و علياة

PX نستنتج أن  ,. 

   :الثاني الشرط

PHG نتإذا كا ,  فإنHpGp  ي أن و هذا يقتضاHGp   و

PHGمن ثم يكون  . 

 :الثالث الشرط

}نفرض أن   }iG  عائلة من عناصرP  فإن ،
i

Gp يه فإن و عل
ii

Gp   

PGأي أن 
ii
.  

},:{إذاً  GpXGP    توبولوجي علىX يسمى .  هذ التوبولوجي

الثنائي المرتب و (Particular point topology) توبولوجي النقطة المختارم

),( PX  نقطة المختارم .فضاء اليسمى  

 (1.9مثال )

 . العائلة Xpمجموعة خير خالية و Xبفرض أن 

}:,{ GpXGXP  

 .وجي النقطة المستبعدم يسمى توبول Xتشكل توبولوجي على  

 لالح

 يترك كتمرين للقارئ. 
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 (1.0مثال )

RX بفرض أن  عائلاة المجموعاات الجزئياة مان  ة.مجموعاة الاعاداد الحقيقيا

R : التي على الصورم 

}),(:,:{ GxxoGxXGu   

 .أو التوبولوجي الاقليديالعادي توبولوجي اليسمى  Xتشكل توبولوجي على 

 الحل

uRن  واضح أ :الأول الشرط , 

 :الثاني الشرط

uGGبفااارض أن   
21

 نأ, و,
21

GGx   و ماااان ذلااااك نحصاااال علااااى أن

)()(
21

GxGx  . 0,0لذا توجد
21
   بحيث يكون 

222111
),(,),( GxxGxx  . 

}min,{باختيار 
21
  نجد أن 

 
21

),(,),( GxxGxx  . 

 إذاً  

21
),( GGxx   . 

uGGعليه فإن و 
21

. 

 :الثالث الشرط

}:{نفرض أن   IiG
i

  عائلة من عناصرu  ، و أن
ii

Gx   إذاً يوجد 

uG
i


0
بحيااااااااااث أن  

0i
Gx  0و ماااااااااان ثاااااااااام يوجااااااااااد  بحيااااااااااث أن

0
),(

i
Gxx   بما أن .

iii
GG 

0
 , فإن

ii
Gxx  ),(  

uGإذاً 
ii
. 
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 (1.3مثال )

 ة الأعداد الطبيعية . العائلة: هي مجموع Nبفرض أن 

}:},...,,2,1{,,{ NnnAN
n

  

 .Nتمثل توبولوجي على 

 الحل

 ,Nن  واضح أ :الأول الشرط 

 :الثاني  الشرط

بفااااااااارض أن  
ji

AA Njiحياااااااااث , , ,  نحصااااااااال علاااااااااى علياااااااااهو 


kji

AAA  حيث أن}.min{ jik . 

 :الثالث الشرط 

نفرض أن  
in

A  حيثIi  2,1,...,{و بالتالي فإن{
in

nA
i
 و عليه يكون 

 },...,2,1{ kA
in

}sup:{, حيث  Iink
i

 ن إذا كاk أما إذا  .منته 

فإن  k كان NA
in

. 

 (1.6مثال )

},}1,{{، العائلاااااااااة  X}1,0{بفااااااااارض أن  XS   توبولاااااااااوجي علاااااااااى

),(الاااازوم المرتااااب  .Xالمجموعااااة SX يساااامى فضاااااء  ء توبولااااوجي،فضااااا

 .  (Sierpiński space)سيربنسكي  

 (  1.3) نظرية

 كال مان أنمجموعة خير خالياة و Xبفرض أن
1
 و

2
 علاى  يتوبولاوجX ،

 التقاطعفإن 
21
  على  توبولوجيX. 
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 البرهان

 : الأولالشرط 

بما أن  
1

, X ،
2

, X فإن
21

,  X . 

 :الثانيالشرط 

نفرض أن   
21

,  BA  ، ًإذا 
1

, BA و
2

, BA وبما أن كل من   

1
  و

2
  علااى  توبولااوجيتمثاالX  فااإن

1
BA  و

2
BA هااذا و

 يقتضي  أن
1 2

A B    . 

   :الثالثالشرط 

نفرض أن  
21
 

i
A  ، ًإذا 

1


i
A و

2


i
A   

وبما أن كل من  
1
  و

2
  فإن :  توبولوجيتمثل 

1


i
A , 

2


i
A

21
 

i
A  

يمكن القول بأن  لذا
21
   على  وجيتوبول تمثلX. 

 ، فماذا  توبولوجيبعد أن تأكدنا من أن تقاطع أي توبولوجيين هو الآن و

عن الاتحاد
21
 أنه ليس من الضروري أن  ؟. المثال التالي  يبين 

يكون الاتحاد 
21
  على  توبولوجيX.■ 

 (1.37)ثالم

},,}{{أن كل من  نلاحظ
1

aX  ،}}{,,{
2

bX   على  توبولوجي

},,{المجموعة الغير خالية  cbaX   . 

},,},{}{{من الواضح أن  
21

baX     على  توبولوجيليسX  
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وذلك لأن 
21

}{},{  ba بينما ،
21

},{}{}{   baba أي .

ن أ
21
  الثالث من شروط التوبولوجي لا تحقق الشرط. 

 ( 1.3تعريف )

كل من نفرض أن 
1
 و

2
  على المجموعة الغير خالية توبولوجيX.  يقال أن

التوبولوجي 
1
  أضعف(coarser or weaker)  من التوبولوجي

2
  أنأو

2
 

من (finer or stronger)أقوى 
1
 إذا كان

21
   بالرمزويرمز لذلك

21
   

أنااه إذا كااان  نلاحااظ ماان التعريااف السااابق
21

   فإنااه لكاال مجموعااة

1G   2، فااإنG.  كمااا تجاادر الاشااارم إلااى أن التوبولااوجي المتقطااع علااى

هو أقوى توبولوجي ، و التوبولوجي التافه هاو أضاعف  Xمجموعة خير خالية 

 .X  توبولوجي على

عائلاة كال التوبولوجياات الممكناة  Tكما يجدر بنا  توضيح أنه إذا كانت 

),(فإن  Xعلى المجموعة  T .ًمجموعة مرتبة جزئيا 

دعنا ، الأضعف التوبولوجيو هم العلاقة بين التوبولوجي الأقوىلفو

شاحنة ممتلئة بقطع حمولة  مثل يمكن تمثيل عناصره  ك اً توبولوجي فضاءً نتخيل 

 الحصيات و اتحاداتها تمثل المجموعات المفتوحة. تخيل أننا قمنا  ،الصخور

 د أن عائلة الحصيات تم تكبيرهاجنسبعملية تفتيت الحصى إلى قطع صغيرم ف

 .من توبولوجي الحالة الأولى  ظر لها كما لو كانت توبولوجي أقوىنمن ثم نو 

 (1.33مثال  )

}نفرض أن  , , , }X a b c d  و نفرض أن . 

}}{,,{
1

aX   

}},{},{},{,,{
2

babaX   
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}},{,,{
3

baX   

 نلاحظ أن
21
   و

23
   ولكن

12
 . 

 (  1.1) تعريف

),(بفرض أن   X  توبولوجي. المجموعة فضاءXA للنقطة  اً تسمى جوار

Xp  إذا وجدت مجموعةG  بحيث يكونAGp  . 

 ( 1.33) مثال

 B]1,1[و  A)1,1(جموعتين من الممجموعة في الفضاء الاقليدي كل 

{...,المجموعة  بينما .  R0عتبر جوار للنقطة ت
1

1,1,...,
2
1,1,0{




nn
C  لا

 تكون جواراً لهذه النقطة.

 ( 1.31) مثال

 في الفضاء المتقطع. Xxتكون جواراً للنقطة  x}{النقطة جموعة وحيدم مال

 ( 1.3) نظرية

),(، في الفضاء التوبولوجي XAالمجموعة  Xفقط  ،تكون مفتوحة إذا و 

 إذا كانت جواراً لكل نقطة  من نقاطها.

 البرهان

GGxإذاً  Gxو أن  Gاولاً نفرض أن    أي أنG للنقطة  جوار 

 x هذا صحيح لكل نقطة وGx. 

 توجد  Gxهي جوار لكل نقطة من نقاطها . أي أنه لكل  Gثانيا: نفرض أن 

مجموعة مفتوحة 
x

U  بحيث أنGUx
x
  و بهذا نحصل على أن 

}:{ GxUG
x

  و هذا يعني أنG .مجموعة مفتوحة■ 
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 (1.3)تمارين 

}ت الممكنة على المجموعة اتوبولوجياكتب كل ال (.3) , , }X a b c. 

}ت المعرفة على المجموعة اتوبولوجين بين جميع القار (.3) , , }X a b c 

A,بفرض أن  (.1) B X  مجموعتين خير خاليتين. أذكر  الشروط التي

A,يجب توفرها في المجموعتين  B  العائلةتكون كي{ , , , }X A B   

 .Xلى توبولوجي ع

)بفرض أن  (.3) , )X   فضاء توبولوجي و أنA X برهن أن.A 

xإذا و فقط إذا كان لكل  A  فإنه توجد مجموعة ،G   بحيث أن

x G A . 

}بفرض أن  (.3) }i ت المعرفة على مجموعة اتوبولوجيعائلة من الX. 

i.برهن أن  i  هو توبولوجي علىX بينما .i i  فليس من 

 .Xالضروري أن يمثل توبولوجي على 

},),(:{}{هل العائلة  (.9)   RaaR بولوجي على تشكل تو

 ؟. و ضح ذلك؟.Rية الأعداد الحقيقمجموعة 

},,},2,1,...,{:{هل العائلة  (.0) NnnnnEN
n

   تشكل

 .Nمجموعة الأعداد الطبيعيةتوبولوجي على 

 المسافة بين أن دوال nRفي الفضاء  (.3)



n

i
ii

yxyxd
1

1
),( 

و



n

i
ii

yxyxd
1

2

2
)(),(

 
و 

ii
yxyxd 


sup),(  نفس تعرف

 .nR التوبولوجي على الفضاء 
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  (نقاط النهاية )التراكم  المجموعات المغلقة و( 2.3)

Closed Sets and Accumulation Points 

لقد استخدمنا المجموعات المفتوحة كنقطة البداية في تعريف التوبولوجي .ساوف 

ة بعضاً مان المفااهيم فتوحة  فيما يلي في تعريف و دراسنستخدم المجموعات الم

 مثل المجموعات المغلقة، إخلاق المجموعات و نقاط النهاية. الأساسية

 (1.3تعريف )

),(  ماان الفضاااء التوبولااوجي A الجزئيااة مجموعااة ال X  مجموعااة  تساامى

cAAX  المجموعةمغلقة إذا كانت   .مفتوحة 

 (1.33مثال )

(i)  المجموعة الجزئية[ , ]a b R  مغلقة لأن مكملتها 

[ , ] ( , ) ( , )R a b a b     

 Rمجموعة مفتوحة في 

(ii)  المجموعة الجزئية[ , )a R   مغلقة لأن مكملتها 

[ , ) ( , )R a a    

 Rمجموعة مفتوحة في 

 ( 1.33مثال )

},,},{},,{},,{},,{{لتكن  cbacabaaX     توبولوجي معرفة على 

},,,,{وعة الغير خالية المجم edcbaX  التوبولوجي . بما أن كل عناصر  

هااي مجموعااات جزئيااة مفتوحااة ، فإنااه بأخااذ المكماال لكاال عنصاار ماان عناصاار 

 نحصل على عائلة المجموعات المغلقة وهي :   العائلة

}},{},,,{},,,{},,,,{,,{ ededbedcedcbXc   
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 (  1.1)نظرية 

),( نأبفاااارض  X عائلااااة المجموعااااات المغلقااااة فااااي  . توبولااااوجي فضاااااء

),(الفضاء X    : تحقق الخواص التالية 

(i) ,Xتانمغلق ناتمجموع. 

(ii) .تقاطع أي عدد من المجموعات المغلقة هو مجموعة مغلقة 

(iii)   المغلقة هو مجموعة مغلقة ات عدد محدود من المجموعاتحاد. 

  البرهان 

 ■ .يترك للقارئ لسهولته  

 (1.3) تعريف

),(بفاارض أن  X فضاااء توبولااوجي وcات المغلقااة بالنساابة عائلااة المجموعاا

 يالفضااااء التوبولاااوج فااايAللمجموعاااة  (closure) الانغااالاق . للتوبولاااوجي 

),( X  بأنااه تقاااطع كاال المجموعااات المغلقااة فااي يعاارفX  والتااي تحتااوى

 :ن . أي أAالمجموعة الجزئية 

},:{ cFFAFA . 

 Aللمجموعة الجزئية  الانغلاق  وهو : التعريف هناك تعريف آخر مكافئ لهذاو

كاناات ، وذلااك بأنااه إذا  Aعبااارم عاان أصااغر مجموعااة جزئيااة مغلقااة تحتااوى 

F بحيث أنمجموعة مغلقة FA  فإنFAA . 

  ( 1.39مثال )

},,,,{ بفرض أن  edcbaX  أن التوبولوجي مجموعة خير خالية و

}},,,{},,,{},,{},,{},{},{,,{ edcbdcadccacaX   

 هي :  Xعائلة المجموعات الجزئية المغلقة في  يها. عل معرف
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}}{},,{},,,{},,,{},,,,{},,,,{,,{ aebebaedbedbaedcbXc    

(i   تقاطع كل المجموعات المغلقة التي تحتوى )}{b 

},{

},{},,{},,,{},,,{},,{}{

eb

ebedbedbaedcbebaXb




 

(ii   تقاطع كل المجموعات المغلقة التي تحتوى )},{ ca  هيXca },{ 

(iii   تقاطع كل المجموعات المغلقة التي تحوى )},{ db 

},{},,{},,,{},,,{},{ dbedbedbaedcbXdb   

 ( 1.9) تعريف

),( التوبولاوجيفضااء من ال Aالمجموعة الجزئية  X مجموعاة كثيفاة   تسامى

(dense set)   إذا كانXA . 

 ( 1.30مثال )

},{في المثال السابق نجد أن المجموعة الجزئية  ca  كثيفة لأنXca },{،  

},{بينما المجموعة الجزئية   db  .ليست كثيفة 

 (1.33مثال )

),( )الغيااااار متقطاااااع(  فاااااي الفضااااااء التوبولاااااوجي الضاااااعيف IX حياااااث أن ،

},{ XI ،  التااي هااذا التوبولااوجي ونعلاام أن المجموعااة الوحياادم المغلقااة فااي

Aلكل مجموعة جزئية خير خالية  XA  إذاً ، Xهي  Aتحتوي  X. 

 (1.36مثال )

),(فااي الفضاااء التوبولااوجي المتقطااع  DX حيااث أن ،)(XPD،  فااإن كاال

مفتوحاة فاي آن واحاد، و مان ثام فاإن أصاغر تكاون مغلقاة وفياه مجموعة جزئياة 

 .AAذاتها. أي أن  Aهي المجموعة  Aعة مغلقة تحتوي المجموعة مجمو
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 (1.3نظرية )

),(بفرض أن  Xتوبولوجي و أن  فضاءXA  فإنAp ط إذا إذا و فق 

علااى Aتتقاااطع مااع المجموعااة  pالنقطااة  كاال مجموعااة مفتوحااة تحااوي كاناات 

 . أي أنالأقل في عنصر 

  GAGpGAp , 

 البرهان

 pتحتوي على النقطة Gأولاً: نفترض انه توجد مجموعة مفتوحة 

(cGp بحيث يكون )GAن . بما أ GAGA c . 

cGAA إذاً   حيث أن وcG مجموعة مغلقة فإن Ap.  وهذا يعني أنه

 .GAفإن  Apإذا كانت 

cApأن  يقتضيهذا وApنفترض أن ثانياً:  )( ولكن . cAA )(.  

 pتحتوي على النقطة  )(cAنستطيع القول بأنه توجد مجموعة مفتوحة  إذاً 

أن و cAA  مجموعة لكل  GAهذا يعني أنه إذا كان .و)(

 ■.Apفإن  pتحتوي على النقطة Gمفتوحة

 (1.37مثال )

),(في الفضاء التوبولوجي المعتاد )الاقليدي(  uRلأعداد ، اثبت أن مجموعة ا 

RQ،أي أن Rكثيفة في  Qالقياسية ) أو النسبية(   . كذلك ايضا و 

RQR \. 

 الحل

 بحيث يكون  0فإنه يوجد  Raنفرض أن 
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Raa  ),(  

),(حيااث أن الفتاارم المفتوحااة و    aa  تحااوي عاادداً لا نهائياااً ماان الأعااداد

القياسية لذا  فاإن   Qaa هاذا يتحقاق لكال فتارم أو مجموعاة و ),(

و منهااا  Raلكاال  Qa. و هااذا يعنااي أن aمفتوحااة تحااوي العاادد الحقيقااي 

QRيكون   عليه يكون وRQ  أي أن .Q  كثيفة فيR. 

 (1.3نظرية )

),(لأي فضاء توبولوجي X لأي مجموعتين وXBA , : فإن ، 

(i) A A    لكلA X 

(ii)  AA   إذا و فقط إذا كانتA.مجموعة مغلقة 

(iii)  إذا كانتA B  فإن ،A B. 

 البرهان

(i) التعريف ، حيث أن أصغر مجموعة  إثبات هذه الفقرم يأتي مباشرم من

 .Aهي  Aمغلقة تحتوي المجموعة 

(ii)  نفرض أنAA و حيث أن ،A  ، )إذاً مجموعة مغلقة )من التعريف  

A .مجموعة مغلقة 

لكن و AA إذاً مجموعة مغلقة،  Aحية ثانية نفرض أن من نا 

AA. ًإذا AA. 

(iii)  نفرض أنA B   من الفقرم  ،( )i  نجد أنA B B   و من

Aيكون فإن ثم  B و هذا يقتضي أنA A B   لأنB أي مغلقة .

Aأن  B.■ 
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 (  1.9) نظرية

),(لأي فضاء توبولوجي X لأي مجموعتين  وXBA , ، :  فإن 

(i)    

(ii) AA )(  

(iii) BABA   

(iv) BABA  .  
 البرهان 

(i)  حيث أنمغلقة فإن   

(ii)  من كونA مغلقة )التعريف ( فإنAA )( 

(iii) لإثبات BABA  :نتبع الآتي 

)2(

)1(

BA

BA

BBAB

ABAA












 

 نجد أن )2(و )1(من 

)3(BABA  

BBAAومن ناحية ثانية. بما أن    BABA، فإن ,   بما أنو  

، بينما أصغر BAمجموعة مغلقة تحتوى المجموعة   BAالمجموعة  

 أن : . أيهي انغلاقها  BAمجموعة مغلقة تحتوى 

)4(BABABA      

 ( نجد أن :4( ، )3من )

BABA  

(iv) لإثبات BABA  :نتبع الآتي 

)1(ABAABA  
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)2(BBABBA  

BABAنجد أن  )2(و)1(من  .■ 

 نضع المثال التالي: iv)(لإثبات عدم تحقق التساوي في الفقرم و

 (1.33مثال )

},,,{نفرض أن  dcbaX  و أن}},,{,,{ dcaX    توبولوجي معرفة

},,{، و إذا كان Xعلى  cbaA  و},{ dbB فإنه من السهل إثبات أن ، 

XBdcbaA  },,,{ 

 و من ثم فإن

)1(XBA  

 بينما

)2(}{}{ bbBA  

BABAنحصل على  )2(و  )1(من   . 

 .هذه طريقة أخرى لوصف إخلاق المجموعات لشرح  الآن ننتقل

 .الطريقة تتم من خلال استخدام مفهوم نقاط النهاية ) التراكم( للمجموعات 

 (1.0تعريف )

),(  بفرض أن X توبولوجي ءفضا ،Xp .  النقطة يقال أنp  هي نقطة 

كال  كاناتإذا  XAللمجموعة الجزئياة   (Limit Point)نقطة نهاية  أو تراكم

 من  واحدم على الأقل قطة تحتوى على ن p  النقطةمجموعة  مفتوحة تحتوى 

A  تختلف عنp , .و يعبر عن ذلك رياضياً بالصيغة 

, ( { })G p G G p A        

  ويرمز لهاA مشتقة  تسمى  A مجموعة كل نقاط النهاية )التراكم( للمجموعة  
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)أو .A`  بالرمز )d A. 

 

نقطة  
 تراكم

 
 
 

X     

    

 (2.3شكل )

 ( 1.33مثال )

},,},{},,{},,,{},,,{{بفرض أن  edcbdcadcaX   علاى  توبولوجي

},,,,{المجموعة  edcbaX  فإذا كانت ، XcbaA   .A`، اوجد },,{

 الحل

لأن  Aليسااااات نقطاااااة نهايااااازة للمجموعاااااة الجزئياااااة   Xaالنقطاااااة  (.3)

 على نقاطوى تلا تح aتحتوى النقطة  التيو }{aالمجموعة المفتوحة  

 .Aa`أي أن . aتختلف عن  Aمن 

وذلاااااك لأن  Aنقطاااااة نهاياااااة للمجموعاااااة الجزئياااااة  Xbالنقطاااااة  (.3)

,},,,{  هي bوى  تحالتي مفتوحة ال اتمجموعال edcbX  و كل منها 

 .Ab`أي أن  .bتختلف عن  Aأخرى من تحتوى على نقاط 

لأن المجموعااااة  ،Aللمجموعااااة  ليساااات نقطااااة نهايااااة Xcالنقطااااة   (.1)

},{المفتوحااة   dcتحتااوى علااى النقطااة  التاايوXc علااى وى تاالا تح

 Ac`أي أن. cتختلف عن  Aمن  نقاط
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Xedبالمثاال يمكاان التأكااد ماان كااون كاال ماان النقطتااين  (.3) ,  نقاااط نهايااة

مجموعااااة النقاااااط  هااااي Aنقاااااط النهايااااة للمجموعااااة  إذاً . Aللمجموعااااة 

},,{` edbA . 

 ( 1.31مثال )

},,,,{بفرض أن edcbaX  توبولوجيال مجموعة خير خالية و أن  

}},,,{},,,{},,{},{,,{ edcbdcadcaX   

},,{ ا كانت ، فإذXعلى المجموعة  معرف  dbaA اوجد ،`A. 

  الحل 

و لا aتحوي العنصر a}{لأن المجموعة المفتوحة  Aa`العنصر  (3)

 .aيختلف عن   Aتحوي أي عنصر  من ِ

تحتويان مجموعتين مفتوحتين  ه لا يوجد سوىلأن Ab`العنصر  (3)

,},,,{هما  bالنقطة  edcbX و كل منهما تحوي نقاط منA  مختلفة

 :. أي أن bعن 

 AbX و)}({ Abedcb }){},,,({ 

 هي  cلأن المجموعات المفتوحة التي تحوي العنصر  Ac`العنصر  (1)

},,,{},,,{},,{, edcbdcadcX  و جميعها تحتوي على نقاط منA. 

},{لأنه توجد مجحموعة  مفتوحة  Ad`العنصر  (3) dc تحوي

  .dختلف عن  ي Aلا تحوي أي عنصر  من ِ  و لكنها dالعنصر 

 أنأي  Addc }){},{(. 
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هي  eلأن المجموعات المفتوحة التي تحوي العنصر  Ae`العنصر  (3)

},,,{, edcbX  و جميعهاااااااا تحتاااااااوي علاااااااى نقااااااااط مااااااانA.   ًإذا

},,{` ecbA . 

 ( 1.33مثال )

),(لنسبة للفضاء المتقطع ابXAللمجموعة  A`اوجد  DX  . 

 الحل 

 x}{، فاإن المجموعاة Xxنحن نعلم أنه في الفضاء المتقطع فإنه لكل نقطاة 

مفتوحة و من ثم يكون  Axx فإن   Xxمما يعني أنه لكل }){}({

`Ax.  وعليه يكون`A. 

 ( 1.33مثال )

),(لنسبة للفضاء الغير المتقطع ابXAللمجموعة  A`اوجد  IX   . 

 الحل 

},{نحن نعلم أن  XI   أي أن,X هما المجموعتان الوحيدتان 

pA}{تحوي عنصر وحيد فقط أي أن Aموعة المفتوحتان . فإذا كانت المج   

 هي  المجموعة  pفنجد أن المجموعة الوحيدم المفتوحة التي تحوي العنصر 

X  و علياااااااه نجاااااااد أن ApX و أي نقطاااااااة  Ap'إذاً )}({

pqبحيااث أن  Xqأخاارى   نجااد أن AqX و ماان ثاام  )}({

cppXAنقطة اختيارية فإن qو حيث أن Aq'يكون  }{}{' . 

XAتحوي أكثر من عنصر فإننا نجد أن  Aأما إذا كانت  المجموعة  '. 
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 ضوء ذلك يمكن  كتابة في و



 


otherwiseX

pAifpX
A

}{}{' 

تحااوي أكثاار ماان  Aأي أن المجموعااة ،  تعنااي خاالاف ذلااك (otherwise)كلمااة و

 عنصر.

 ( 1.0نظرية )

),( بفرض أن X  لوجي و أن فضاء توبوXBA , ،فإن: 

(i)  إذا كانتBA  فإن`` BA ` 

(ii)  ```)( BABA  

(iii) ```)( BABA  

 البرهان 

(i)  نفرض أنXp  نقطة نهاية للمجموعةA  ،أن أي`Ap وذلك يعنى  

 واحدم على تحتوى على نقطة  p  النقطةتحتوى  Gمجموعة  مفتوحة أن كل 

ApG. أي أن  pتختلف عن  Aمن  الأقل  }){\( 

 أن : إلىفإن ذلك يؤدى  BAوبما أن  

BpGApG  }){\(}){\(  

 أن  أي 

BpG }){\( 

وماااان ثاااام  Bنقطااااة نهايااااة للمجموعااااة الجزئيااااة   pوهااااذا معناااااه أن  

`` أنه إلىوهذا يؤدى Bp`فإن BA . 
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(ii)  من  ( إثبات البند رقمiنستطيع الحصول على ا )لآتي  : 

)2(

)1(

`)(`)(

`)(`)(

BABBAB

BAABAA








 

 نحصل على أن :  (1) ,(2)ومن 

)3(
`)(`` BABA  

)(```لإثبات أن  BABA   سوف نحاول إثبات أن أي عنصر خير

``موجود في  BA   هو خير موجود في`)( BA :و ذلك كما يلي 

``  نفرض أن  BAp      أن  إلىفإن ذلك يؤدى`Ap  و`Bp ومن 

 يكون  بحيث  ,HGتوجد مجموعتان مفتوحتان   ثم فإنه

  BpHApGHpGp }){(,}){(,,  

بما أن  )( HGp و في نفس الوقت ، 

 )(}){)(( BApHG 

)(`إذاً  BAp   و عليه يكون 

)4(
```)( BABA  

 -نجد أن:)4(و  )3( ومن

```)( BABA  

)(iii من المعلوم أن .ABA   وBBA . 

)(``نجد أن  i)( باستخدام العلاقة ABA   و ``)( BBA   

 من ثم يكونو 
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.̀``)( BABA ■ 

 الآخر نضح المثال التالي: لإثبات عدم صحة الاتجاهو

 (1.39) مثال

},,},,{}{{بفرض أن  bbaX   على المجموعة  توبولوجي

},,{ cbaX  فإذا كانت ، },{,},{ caAcbB فإنه يتضح أن ، 

 }{` cA ،},{` caB  أن إلى، و هذا يؤدي }{`` cBA  

cBA}{و بما أن   فإن ، }̀{`)( cBA 

. `)(}{`` BAcBA 

 ( 1.3نظرية )

),(  بفرض أن X أن و توبولوجي فضاءXA :فإن 

(i)  المجموعةAإذا كان فقط   تكون  مغلقة إذا وAA `. 

(ii)  المجموعةAA ` .مغلقة 

 البرهان 

 cAأن  إلاااى، فاااإن ذلاااك ياااؤدى Axمجموعاااة مغلقاااة وأن  Aأن نفااارض 

و هاااذا معنااااه أناااه توجاااد مجموعاااة مفتوحاااة    cAxمجموعاااة مفتوحاااة وأن  

، و بالتالي فاإن Ax` إذاً ، AAcو تحقق أن  xتحتوي على النقطة 

AAأي أن  .لا تصلح أن تكون نقطة نهاية Aأي نقطة خارم  `. 

AAمن ناحية أخرى نفرض أن  ` والمطلوب إثبات  أن A  

 و هذا  cAxنثبت ذلك سوف نفترض أن  لكيو .مجموعة مغلقة
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وهذا معناه أنه توجد مجموعة مفتوحة  Ax`أن  إلىيؤدي 
x

G تحقق الآتي  : 

 Ax
x

GGx }){(, 

  إذاً ،  Ax    لكنو A
x

G هذا يقتضي أن ، وcA
x

G . 

توجد مجموعة مفتوحة  cAx)وذلك معناه : أنه لكل 
x

G  بحيث أن 

cA
x

G  )أن  أيcA مجموعة مفتوحة نظراُ لكونها  اتحاد مجموعات 

مفتوحة  
x

G  ومن ثمcA مفتوحة A  مغلقة. 

(ii)   لإثباااااات أن`AA  مجموعاااااة مغلقاااااة، ساااااوف نثبااااات أنcAA )̀(  

 مفتوحة و ذلك كما يلي:مجموعة 

cAAxنفرض أن  )`(  ، ًإذا )̀( AAx   و هذا يعني أن`Ax  

 ( ، فإنه Aليست نقطة نهاية للمجموعة   xأن  أي)  Ax`بما أن . Axو

توجد مجموعة مفتوحة 
x

G : بحيث أن 

 Ax
x

G
x

Gx }){(, 

  إذاً ،  Ax    لكنو A
x

G  و هذا يؤدي إلى أنcA
x

G  يفهم و

نقاط المجموعة  من هذا أن جميع 
x

G  )لا يمكن أن تكون نقاط تراكم )نهاية 

عني أن و هذا ي Aللمجموعة  `A
x

G  و من ثمcA
x

G )̀(. 

)̀(إذاً لكل  AAx   نجد أنccc AAAA
x

G )̀()̀(  . أي أن 
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cAA )̀(   هي اتحاد مجموعات مفتوحة
x

G   و من ثم فإنها مجموعة

 ■.مجموعة مغلقة  هي AA`مكملتها  ن مفتوحة و هذا بدوره يقتضي أ

 ( 1.6نظرية )

),(  يبولوجومجموعة جزئية من الفضاء الت Aفرض أن ب X.ن :إف 

`AAA  

 البرهان 

 ( و من ثم فإن :1.3 ةنظريمجموعة مغلقة ) AA` أولاً : المجموعة

`AAAA            (1)  

 .Aوى المجموعة تهو اصغر مجموعة مغلقة تح Aحيث أن 

مان  تحوى كل نقاط نهايتها A مجموعة مغلقة فإن AA  ،Aثانيا : بما أن  

 أن :  أي. (1.3 نظرية)

AA `)(         (3)   

 نجد أن :  ،(1.3) نظريةفمن   AAوبما أن  

`)(` AA         (4) 

 نحصل على أن  :  (3) ,(4)من  

AAA  `)(`        (5) 

AAأن   أي `   وبما أنAA : فإن 

AAA  `        (6) 

AAA`نحصل على أن  (1) ,(6)من   .■ 
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 (1.3)تمارين 

}اثبت أن العائلة  (.3) , ,( , ) : }R a a R    تشكل توبولوجي على 

 :، ثم Rلحقيقية موعة الأعداد امج

  اوجد المجموعات المغلقة فيR. 

 7,3{'و  }9,5,2{...,'اوجد{ 

  اثبت أن: 

R ,...}8,5,2{,]85,(}85,56,33,5{,]7,()7,3[. 

},,},2,1,...,{:{اثبت أن العائلة   (.3) NnnnnEN n  ل .تشك

، ثم اوجد المجموعات Nتوبولوجي على مجموعة الأعداد الطبيعية 

{7,24,47,85}و اوجد   Nالكثيفة في  , {3,6,9,12,...} 

),(بفرض أن  (.1) X  أنوفضاء  توبولوجيXBA , . اثبت أنه إذا كانت

A  مجموعة مفتوحة فإنBABA                   

),(بفرض أن  (.3) X  فضاءً توبولوجياً و أنXBA ,اثبت أن

 BABA                                                            

),(بفرض أن  (.3) X  فضاءً توبولوجياً و أنXBA ,. 

BABAضع مثالا توضح فيه أن               

إذا و فقط إذا كانت  Xتكون كثيفة  في  Aبرهن أن المجموعة  (.9)

'( )c cA A  . 

),(في الفضاء التوبولوجي  (.0) R حيث )},{}:),{(  RRaa  

}6,4,2{...,,}5,3,1{...,اثبت أن المجموعتين    BA مجموعات كثيفة في

R 6,4,2{...,بينما{ C  ليست كثيفة فيR. 
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وعة الأعداد الحقيقية تكون ة منتهية من مجمبرهن أن كل مجموعة جزئي (.3)

 .Rمغلقة بالنسبة للتوبولوجي المعتاد على 

مجموعة جزئية منتهية من مجموعة الأعداد  Aبين أنه إذا كانت  (.6)

 (.R)بالنسبة للتوبولوجي المعتاد على  `Aالحقيقية، فإن 

),(نفرض أن  (.37) X  فضاء توبولوجي و أن
Iii

A


عائلة من  }{

   برهن أن:،  Xالمجموعات الجزئية من  

i

n

i
i

n

i
AAi

11
)()(


 

i

n

i
i

n

i
AAii

11
)()(


 

 .
i

i
i

i
AAiii










11
)()( 

:)()(بفرض أن  (.33) XPXPcl   دالة معرفة على مجموعة القوى

)(XP :بحث تحقق الشروط التالية 

;)()(  cli 

;),()( XAAclAii  

 .;,),()()()( XBABclAclBAcliii  

;),())(()( XAAclAclcliv  

 هذه الدالة تسمى مؤثر الانغلاق.

 برهن أن العائلة 

})(:{ GXGXclXG  

 وهذا التوبولوجي وحيد. Xهي  توبولوجي على 
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 ة ونقاط الحدود للمجموعات ية والخارجيالنقاط الداخل (1.1) 

Interior, Exterior and Boundary points of sets 

 بعد أن عرفنا فيما سبق مفهوم نقاط التراكم للمجموعات .  فيما يلي 

سنقوم بتعريف أنواعاً أخرى  من النقاط  للمجموعات مثل النقاط  

 الخارجية و نقاط الحدود. النقاط الداخلية و

 

 (1.3تعريف )

),(ليكن   X و  اً فضاءً توبولوجيA  مجموعة جزئية منX . 

(i)  النقطةXp لمجموعة  ل ية، تسمى نقطة داخلA (interior point)  إذا

AGp بحيث يكون Gوجدت مجموعة جزئية مفتوحة   . 

 ، يرمز لها  A يةتسمى داخل Aلمجموعة  ل يةمجموعة كل النقاط الداخل

)int(أو  Aبالرمز   A. 

(ii)  النقطاةXq ياة، تسامى نقطاة خارج(exterior point)   لمجموعاة لA 

 بحياااااااااث يكاااااااااون Hوجااااااااادت مجموعاااااااااة جزئياااااااااة مفتوحاااااااااة  إذا 

cq H A X A   . أي أن  )( cAq. 

 .Aext)(يرمز لها بالرمز   Aلمجموعة لة يمجموعة النقاط الخارج 

(iii)  النقطة Xr يةودتسمى نقطة حد (boundary point)    للمجموعة 

A إذا كانتr .نأي أ ليست نقطة داخلية و ليست نقطة خارجية  

( ( ))r X A ext A  . 

A لمجموعة الجزئية ل  يةحدودالنقاط اليرمز لمجموعة و   Ab)(بالرمز    

 .Aتسمى مجموعة حدود و
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 نقطة داخلية

 

 نقطة حدودية

 نقطة خارجية

 (2.3شكل )

 (1.30مثال )

},,},{},,{},,,{},,,{{اعتبر التوبولوجي  edcbdcadcaX    المعرف 

},,,,{على المجموعة  edcbaX  و بفرض أن ،},,{ dcbA فمن ،

 :السهل التأكد من أن 

},{)1( dcA  

}{)()()2( aAAext c   

.},{)()3( ebAb  

 (1.33مثال)

),(بفرض أن  DX  الفضاء التوبولوجي المتقطع ، فإنه لأي مجموعة خير 

نجد أن   XA خالية )(,)(, AbAAextAA c. 

 (1.36مثال )

),(بفرض أن  IX  مجموعة الفضاء التوبولوجي الغير المتقطع ، فإنه لأي 

XAbAextAنجد أن   XA (XA)جزئية   )(,)(, . 
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 ( 1.37نظرية )

),(ليكن   X و   اً توبولوجي ءً فضاXA   فإن: 

(i) A  الجزئية من اتحاد كل المجموعات المفتوحة و  عبارم عنA. 

(ii) A  .مجموعة مفتوحة 

(iii)   إذا كانتG    مجموعة مفتوحة بحيث أنAG    فإنAG. 

(iv)   المجموعةA     تكون مفتوحة إذا وإذا كان فقطAA. 

 البرهان 

}{نفرض أن  
i

G    عائلة كل المجموعات المفتوحزة والجزئية منA 

(i)   ونفرض أنAp    فإنه توجد مجموعة مفتوحةAG 
0

بحياث أن   

AGp 
0

 

}{  بما أن
0 i

GG    فإن
i

G
i

p  ومن ثم فإن هذا يؤدى إلى أن 

i
G

i
A     (1) 

من ناحية أخرى ، نفرض أن  
i

G
i

q   على الأقال و هذا يؤدى إلى أنه توجد

AGمجموعاااة مفتوحاااة   
0

AGqأي أن  - qو تحتاااوى النقطاااة    
0

 . 

 إذاً  ، Aq  أي أن  ، Aية للمجموعة نقطة داخل  qومن ثم فإن  

A
i

G
i

                (2) 

 ( نجد أن : 2( ، )1من )

i
G

i
A . 
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(ii)  بما أن
i

G
i

A    فإنA  .مجموعة مفتوحة 

(iii)   بما أنG    مجموعة مفتوحة وجزئية منA    فإن}{
i

GG   ومن ثم

AA فإن
i

G
i

G  }{. 

(iv)  نفرض أنAA  ، ًالمجموعة   إذاA  مفتوحة، و بفرض أنA 

  ، فإننا نحصل من AAمع الأخذ في الاعتبار أن  مفتوحةمجموعة 

AA و لكن  AAعلى  ،  فإنAA .■ 

 (1.33نظرية )

),(ليكن   X و   ياً فضاءً توبولوجXBA ,   فإن: 

(i)  BABA  )(. 

(ii)  )( BABA . 

 البرهان

(i)  لإثبات BABA   نتبع الآتي: )(

)2()()(

)1()()(





BBABBA

ABAABA




 

 نحصل على  )2(و )1(من 

)3()(  BABA  

BBAAبما أن    )(، فإن , BABA   و لكن المجموعة . 

 BA  في  مجموعة مفتوحة محتواه)( BA فإن اكبر مجموعة مفتوحة ، 

)(في  BA  هي)( BA. 
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BABABA إذاً      من ثم فإنو)(

)4()(  BABA  

نحصل على  )4(و  )3(من  BABA  )(. 

(ii)  لإثبات )( BABA  :نتبع الآتي 

 )()( BAABAA  

 )()( BABBAB  

■ )( BABA  

 .يوضح أن التساوي ليس صحيحاً دائما المثال التالي

 (1.17) مثال

},,{بفرض أن  cbaX  و أن}},{},{,,{ bacX    توبولوجي معرف 

},{، و بفرض أن  Xعلى المجموعة  caA و},{ cbB يتضح جلياً أن.  

}{,}{,}{ cBAcBcA   لكن وXBA  فإن  عليهو

XBA  )( أي أن}{)()( cBAXBA  . 

)()(لذا فإن   BABA  . 

 (1.13) مثال

 و من ثم نجد أن  BA]2,0[ فإن  B]2,1[و  A]1,0[بفرض أن 

)1,0(A و)2,1(B. و كذلك)2,0()(  BA بينما . 

)2,1()1,0(   BA  ًإذا . )( BABA . 
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 ( 1.33) نظرية

),(ليكن   X وأن   اءً توبولوجياً فضXA    فإن: 

occ AAi )()()(  

)()()( cco AAii  

 البرهان 

AXpنفرض أن  i)(إثبات الفقرم  (3 فإن 

  AGGpGAxAXp :, 

cAGpGpG  :, 

ocAp )( 

cocأن اي  AA )()(  

cABبوضع  ii)(إثبات الفقرم  (3   في)(i نحصل على المطلوب     .■ 

 ( 1.31نظرية )

),(ليكن   X  ًوأن   فضاءً توبولوجياXA   تحققة:الخواص التالية م فإن 

)()()( cAAAbi  

)()()( cAbAbii  

 oAAAbiii )()( . 

 البرهان 

 i)(إثبات الفقرم 

)}(:{)( AextxAxXxAb o  

})(:{ oo cAxAxXx  
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})(:{ cAx
c

cAxXx  












 

}:{ AxcAxXx  

.}:{ AcAAcAxXx  

 يأتي من التعريف. ii)(قرم إثبات الف

  iii)(إثبات الفقرم 

)()()( oAXAcoAAAcAAb  

)()( oAAXA  

)( oAAA  

■.oAA 

 ( 1.3) تيجةن

),(ليكن   X  ًوأن   فضاءً توبولوجياXA   فإن )(Ab .مجموعة مغلقة 

 البرهان 

cAAAbفي النظرية السابقة حيث أن  i)(الإثبات يأتي من الفقرم  )(.■ 

 ( 1.3) تيجةن

),(ليكن   X  ًوأن   فضاءً توبولوجياXA    فإنAAbA  )( 

 البرهان 

AAA  بما أن    فإنه من  الفقرم)(iii من النظرية السابقة نجد أن 

■.AoAAoAAboA  )()( 
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 (1.1)تمارين 

},,,,{ إذا كانات (.3) edcbaX  و عُاارف عليهااا التوبولااوجي مجموعااة ، 

}},,{},,,,{},,,{},,{},{,,{ ebadcbadcabaaX   

},,{ فإذا كانت edcA  و }{bB  ،: فأوجد كل من 

( ) , ( ) , , ( ) , ( ) ,ext A b A A ext B b B B 

) اوجد (.3) )b A لأي مجموعة A X  في الفضاء المتقطع( , )X D. 

) برهن أن (.1) ) cb A A إذا و فقط إذا كانت A .مجموعة مفتوحة 

AAbبرهن أن  (.3) )( إذا و فقط إذا كانت A ة.مجموعة مغلق 

 ةمغلقومجموعة مفتوحة  A إذا و فقط إذا كانت )(Abبرهن أن  (.3)

 . في  آن واحد
) بفرض أن (.9) , )X   وأنفضاء توبولوجي,A B X. 

 برهن أن : 

).()()()1( BbAbBAb   

).()()()2( BextAextBAext   

 أن  بمثال ضع و).()()( BbAbBAb . 

},,},{},{},,{},,{{بفرض أن  (.0) dcbdadaX    توبولوجي معرف 

},,,{وعة على المجم dcbaX  حدد مجموعة جزئية .XA  بحيث

}{,)(}{,)(},{,}{يكون  ' cAcbAbdAextaAo . 

إذا و فقط إذا كانت X كثيفة فيAالمجموعة بين أن  (.3) cc AA )( `. 
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 Bases and Subbases  اعد و القواعد الجزئيه القو (1.3) 

بداية هذا الفصال أناه يمكان تعرياف توبولاوجي علاى مجموعاة  فيرأينا      

المجموعات المفتوحة أو المجموعاات المغلقاة،  تعريفعن طريق Xخير خالية 

بعااض الأحياان. فهال توجااد ثماة وساايلة  يالطريقااة قاد تكاون صااعبة فا هاذهولكان 

 الوسيلة ؟. هبولوجي خير هذأخرى للتعرف على التو

و ذلااك عاان طريااق معرفااة  توجااد طريقااة أخاارى للتعاارف علااى التوبولااوجي    

أو أساس أصغر تجمع )جماعة( من المجموعات المفتوحة وهى ما يسمى بقاعدم 

(Base) .التوبولوجي 

 (1.6) تعريف

),(ليكن  X  فضاءً توبولوجياً و لتكن جزئية من  مجموعة تسمى .   

 من عناصر خير خالي  عنصر كل إذا كان قاعدم ) أو أساساً(  للتوبولوجي 

 اتحاد لعناصر من يمكن كتابته ك .  فيكل عنصر   يطلق عليه اسم  

 أساس.عنصر 

 (1.37) تعريف

  ، التوبولوجي  Xاساساً لتوبولوجي على مجموعة خير خالية إذا كان 

 تكون  Xمن  Gالمجموعة الجزئية يمكن وصفه كالتالي:  ساس المولد بالأ

يوجاد عنصار اسااس  Gفاي  x( إذا كاان لكال G) أي ان  Xمفتوحة فاي 

B بحيث أنXBx   

 (1.13مثال )

},,},{},{},,{},,{},,,{},,{{كنيل  dcbdcadcbabaX    توبولوجي

},,,{ على المجموعة dcbaX  :فإن 
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}},{},{},{{  مجموعةال (3
1

dcba تمثل قاعدم للتوبولوجي . 

}},{}{{عة مجموال (3
2

ba لا تمثل قاعدم للتوبولوجي. 

 (1.11مثال )

),(الفضاء  التوبولوجي  في Xتعتبر ،( قاعدمأساس ).لنفسها 

 (1.13مثال )

),(إذا كاااان  X  الفضااااء  التوبولاااوجي المتقطاااع علاااى المجموعاااةX فاااإن ،

}}{:{ مجموعةال Xxx    المتقطع. للتوبولوجي (قاعدماساس )تكون 

 (1.13مثال )

),( ي الإقليد فضاء التوبولوجي في R كل  مجموعةقيقية، على الأعداد الح 

 ، وذلك لأنه لأي  الإقليدي للتوبولوجي (قاعدم) اساس  الفترات المفتوحة تشكل

 توجد فترم مفتوحة Hpو لأي نقطة  Hمجموعة مفتوحة  

),(   ppI بحيث يكون ،HIp . 

 (1.33) نظرية

),(ليكن  X  ًتوبولوجياً و  فضاء من المجموعات الجزئية المفتوحة.  عائلة 

 لكل مجموعة جزئية إذا كانفقط إذا و  للتوبولوجي أساستكون  فإن 

بحيااث أن   ماان  B أساااسيوجااد عنصر Hxلكاال عنصاار و Hمفتوحااة 

HBx  

 البرهان

 . فإنه من التعريف نجد  Hxو   للتوبولوجيقاعدم  لتكن   

}:{أن 



iiIi
BBH  ومنها يمكن إيجاد.Ii 

0
 بحيث أن  
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H
i

Bx 
0

. 

 بحيث أن  xBيوجد  Hxو أنه لكل  Hالمقابل نفرض أن  في

HxBx   أن  إلااىو هااذا يااؤدى}:{ Hx
x

BH   ،أن كاال عنصاار  أي

 أسااااس و إثباااات أن و هاااذا هااا تحااااد عناصااار مااان اعباااارم عااان  مااان 

 ■. للتوبولوجي

  ماللازهى الشروط  :ما قد يسأل ب سائل  فرُ  الأمثلة ، هذهبعد كل 

  أساس تكون  لكي X فيمن المجموعات الجزئية  عائلة فيتوافرها 

 :التاليسؤال نورد المثال مدى أهمية هذا ال شرحول ما.لتوبولوجي 

 (1.19مثال )

},,{لتكن   cbaX  مجموعة و}},{},,{{ caba من  عائلة 

هذه هاي أسااس لتوبولاوجي   و لو افترضنا أن . Xالمجموعات الجزئية من 

},,{},{، يجاب أن تكاون كال مان  و لايكن  Xما على  caba عنصار فاي 

أيضااا ، فيجااب أن يكااون تقاطعهمااا ونظااراً لكونهمااا عنصااران فااي التوبولااوجي

 ، أي أن عنصر في  }{},{},{ acaba. 

لهذا  .لا يمكن التعبير عنه كاتحاد عناصر منa}{ن هذا العنصر الجديدإلا أ

 يجب أن يتوفر فيه الشرط التالي: يجب علينا عند اختيار  

 }:{,
2121

 
i

B
i

BBBBB 

 توبولوجي أساس لأيتكون  من المجموعات الجزئية لا تصلح أن عائلة فأي، اً إذ

 من خلال النظرية التالية: هذا ما سوف نراه و ،السابق  شرطالإلا إذا حققت 
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 (1.39) نظرية

 تكون  فإن . Xخير الخالية من من المجموعات الجزئية  عائلة  تكنل

  -:إذا كان فقط إذا و  Xعلى توبولوجيل أساس

)(i }:{  BBX 

)(ii  لأي
21

,BB فإنه يمكن التعبيار عان،
21

BB   كاتحااد لعناصار مان 

لكل  بمعنى مكافئ  وأ
21

BBp   توجد مجموعة جزئية
p

B  من  بحيث أن

21
BBpBp . 

 البرهان

 . من تعريف الأساس نجد Xعلى ساس للتوبولوجي أ اولاً: نفرض أن 

  الآتي:

كاتحااااد لعناصااار مااان الاسااااس. أي  Xفإناااه يمكااان التعبيااار عااانXبماااا أن 

}:{أن  BBX إذا كاناات . وايضااا
21

,BB فااإن ،
21

,BB  ماان ثاام

يكون 
21

BB و هذا يقتضي أن}:{
21


i

B
i

BBB . 

التي  Xخير الخالية من المجموعات الجزئية  كل عائلةثانيا: نفرض أن 

 الخالية من خير الجزئية وأن عائلة كل المجموعات  ii)(و i)(تحقق الشرطين 

X  التي يمكن التعبير عنها كاتحاد عناصر من أي أن . 

}::{  
i

B
i

BGXG 

اس تكون اسو بالتالي  Xتوبولوجي على   سوف نحاول الآن اثبات أن

 لهذا التوبولوجي.

 الشرط الأول من شروط التوبولوجي:



 قدمة في التوبولوجي العامم

337 

 

و بما أن  Xنجد أن  i)(من    حيث أن  أي أن . يمكن

 .,Xو عليه يكون التعبير عنها كاتحاد لعناصر من 

 الشرط الثاني من شروط التوبولوجي:

  فإن ،  ,HGنفرض أن 

}:{ 



iiIi
BBG  و}:{ 




jjJj
BBH 

 Jjو لكل  Iiه لكل و من ثم نجد أن 

)()()(
),( jiJIjijJjiIi

BBBBHG 


 

)(و لكن 
ji

BB   عبارم عن اتحااد لعناصار مان فاإن ،HG  عباارم عان

 .HGو من ثم نجد أن  اتحاد عناصر من 

 الشرط الثالث من شروط التوبولوجي:

نفرض أن 
i

G إذاً لكل .Ii   }:{  BBG
i

وعليه يكون   

iIi
G


 عبارم عن اتحاد عناصر من  و من ثم فإن

 iIi
G . 

 ■.على اساسه Xتوبولوجي  أي أن 

 (1.30) نظرية

1 لااتكنمجموعااة خياار خاليااة.  Xبفاارض أن
 اساااس للتوبولااوجي

1
   علااىX 

 للتوبولوجي  أساس 2و
2
 علىX. الشروط التالية متكافئة: فإن 

(i) التوبولوجي
1
  تكون أقوى(finer) من التوبولوجي

2
. 

(ii)   لكلXx  أساسو لكل عنصر 
22

B ييحو x د ، يوج 



 ت التوبولوجية الفضاءا – ثالثالفصل ال

 

333 

 

أساس عنصر 
11
B   بحيث أن

21
BBx . 

 البرهان

 )()( iii   نفاااااارض أنXx  و
22

B  بحيااااااث أن
2

Bx. بمااااااا أن 

22
   كون  ، فمن التعريف و من

12
   نجد أن

12
   بما أن .

1
 

 أسااااااس للتوبولاااااوجي
1
  فإناااااه يوجاااااد عنصااااار قاعااااادم ،

11
B  بحياااااث أن

21
BBx . 

)()( iii  

نفرض أن 
2
H  و نحاول إثبات أن

1
H ذلك نفرض  إلىنصل  لكي.و 

 للتوبولاااااوجي اسااااااس 2. بماااااا أن   Hxأن 
2
 فإناااااه يوجاااااد عنصااااار ،  

22
B بحيااث أنHBx 

2
نجااد أنااه يوجااد العنصاار  ii)(.  ماان الشاارط 

11
B  بحيااث أن

21
BBx   و ماان ثاام يكااون HBx 

1
وهااذا يااؤدى  

أن  إلى
1
H ،أن  أي

1
  تكون أقوى(finer) من التوبولوجي

2
.■ 

 (3,11) تعريف

RXXdإذا كانت  :  دالة مسافة علىX عائلة الكرات المفتوحة . 

}0,:),({   XxxB تشكل أساس لتوبولوجي علىX  يسمي ، 

 . dلمولد بدالة المسافة التوبولوجي المتري ا

 (3,12) تعريف

),(يقال للفضاء التوبولوجي  X  أنه قابل للتمتر( Metrizable)  إذا و فقط إذا 

 . Xة دالة مسافة على طمولداً بواس كان 
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 (3,37مثال )

),(الفضاء التوبولوجي الاقليدي  uR  هو فضاء قابل للتمتر، حيث أن دالة

 .uالمسافة عليه هي دالة المسافة العادية التي تولد التوبولوجي المعتاد 

 (3,38مثال )

),(المتقطع    الفضاء التوبولوجي DX  هو فضاء قابل للتمتر، حيث أن دالة 

 ،فإنXxوبولوجي المتقطع لأنه لكل المسافة  البديهية هي التي تولد الت

 }{}:{)1,( xyxXyxB
d

 

 حادية العنصر هي مجموعة من ثم فإن  كل مجموعة أهي كرم مفتوحة و

 هي مجموعة مفتوحة. Xمن ثم أي مجموعة جزئية من مفتوحة و

وصاف علاى ييمكن أن  بالأساس لمولد ا بعد أن عرفنا أن التوبولوجي

 فرب سؤال قد يقاع: .لعناصر من القاعدم  الاختيارية الاتحاداتمن  عائلة  نهأ

ماذا لو بدأنا بجماعة من المجموعات الجزئية و أخذنا تقاطعات منتهية لهاا تمامااً 

ساسات من الأ منوعية جديد نحو ، ؟. هذا السؤال يقودناالاختيارية الاتحاداتمثل 

 الجزئية.  ساسات )القواعد(، تسمى الأ للتوبولوجي )القواعد(

 (3,13) تعريف

),(ليكن  X  ًالعائلةفضاءً توبولوجيا ، S اعدم جزئية ) أو أساساً ق تسمى 

 الناتجة من تقاطعات منتهية لعناصر من   لعائلةكانت ا إذا للتوبولوجي جزئياً(

S تشكل أساس  للتوبولوجي   . 

طع اعبارم عن تق  الأساس من عناصر Bأساس أن كل عنصر وهذا يعني 

يعطى  الخاليأن التقاطع  الاعتبار فيمع الأخذ  Sد منته  من عناصر  لعد

 .Xالمجموعة 
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 (3,39مثال )

},,,{إذا كاناااااااات      dcbaX  و}},{},{},{,,{ babaX  ة عائلاااااااافااااااااإن ال

}},},{},{{{ babaS   للتوبولاااوجيتشاااكل قاعااادم جزئياااة  بأخاااذ تقاطعاااات .

 :يليكما  لإيجاد القاعدم  Sعناصر 

 }{}{,}{}{}{,}{}{}{ babbbaaa 

},,},{}{{العائلة  baX   أساس للتوبولوجي }},{},{},{,,{ babaX  . 

 (3,40مثال )

}},{},{},{{ائلة هل الع  bacaS  تشكل اساس جزئي للتوبولوجي 

}},,{},,{},,{},{},{,,{ cbacabacaX   

},,,{على المجموعة  dcbaX . 

 الحل

}}},{},{,{{  التقاطعات المنتهية لعناصر العائلة bacaS  :كالتالي 









}{},{,}{}{},{,},{},{},{

}{}{,}{}{}{,}{}{}{

cbaaababababa

cacccaaa
 

},},},{},{,{{العائلة واضح أن  bacaX    أساس للتوبولوجي  ًإذا .S 

 هي أساس جزئي لهذا التوبولوجي.

 (3,41مثال )

),(لفضاء التوبولوجي المنفصل افي  DX العائلة ،},:},{{ XbabaS  

. ولتوضيح ذلك نفرض Xعلى  Dاساس جزئي للتوبولوجي المتقطع )القوي(

},,{أن  cbaX   التوبولوجي المتقطع يأخذ الصورم . 

}},{},,{},,{},{},{},{,,{ cbcabacbaXD  
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}},,{},,{},{{ة عائلفإن ال cacbbaS   للتوبولوجي  جزئياساس تشكل D .

}},{},{}{{هي  Sالمنتهية لعناصر  لأن التقاطعات cba  والتي تعتبر

 .Xعلى  Dاساس للتوبولوجي 

 (3,42مثال )

)},,(),(:,{العائلة  RbaabS   تعتبر اساس جزئي للتوبولوجيu 

 وذلك لأن التقاطعات المنتهيةRلاعداد الحقيقية على مجموعة ا

)},(),(),(:,,{هي Sلعناصر baRbaabba   و هي

 .Rعلى  uأساس للتوبولوجي 

ءات نختتم موضوع الاساس و الأساس الجزئي بتعريف نوع خاص من الفضا 

  و هذا الفضاء (zero-dimensional)التوبولوجية يسمى بالفضاء ذو بعد صفري 

 .سيرد ذكره فيما بعد عند دراسة موضوع الفضاءات الغير مترابطة 

 (3,14) تعريف 

 الفضاء التوبولوجي الذي عناصر أساسة أو أساسه الجزئي عبارم عن 

أو فضااء  عده صفري مجموعات مفتوحة و مغلقة في نفس الوقت يسمي فضاء ب

 .(zero-dimensional)ذو بعد صفري 

  لةمثأ

 كل فضاء من الفضاءات التالية هو فضاء ذو بعد صفري:

 المتقطع و الفضاء الغير متقطع.الفضاء   (3)

),(كل فضاء توبولوجي   (3) X  بحيث أن  cAA هو فضاء

 بعده صفري.
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 Product topology)الضرب(  داءالج توبولوجي (1.3)

),(كل من إذا كان 
11
X و),(

22
X هل توجد   . فضاء  توبولوجي

لتعريف  توبولوجي على مجموعة الضرب الديكارتي  طريقة
21

XX فيما ؟ .

 ه.يلي سوف ندرس كيفية تعريف مثل هذا التوبولوجي  و ما هي خواص

 (3,15تعريف  )

),( كل من بفرض أن
11
X  و),(

22
X التوبولوجي فضاء توبولوجي .

الضربي )الجدائي( على 
21

XX  هو التوبولوجي المولد بالأساس 

.},:{
21
  VUVU 

 
 (2.2شكل )

ي دعنا نتأكد من أن هذا الأساس قبل الشروع في دراسة خواص هذا التوبولوج

هو فعلاً أساس لتوبولوجي على 
21

XX  

الشرط الأول للأساس متحقق لأن 
21

XX و ذلك من تعريف  و من 

كون 
1122

,   XX. 

الشرط الثاني للأساس متحقق لأنه إذا كانت 
21

, BB حيث أن  

222111
, VUBVUB  

 فإن
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)()(
221121

VUVUBB  

)()(
2121

VVUU  

VU  


3

B 

و ذلك لأن 
121

)(  UUU  بموجب أن
1
  توبولوجي على

1
Xيضاً ، و أ 

221
)(  VVV بموجب أن 

2
  توبولوجي على

2
X. 

أساس للتوبولوجي الضربي على  إذاً 
21

XX . 

 (3,18نظرية  )

بفرض أن 
1

  أساس للتوبولوجي
1
  على

1
Xو 

2
 أساس للتوبولوجي 

2
  

على
2

X . العائلة: 

},:{
221121

  BBBB 

توبولوجي على هي أساس ل
21

XX . 

 البرهان

جموعة مفتوحة في م Wنفرض أن 
21

XX   و أنWq حيث أن، 

),( baq  من تعريف التوبولوجي الضربي على .
21

XX  فإنه يوجد ، 

VUعنصر أساس     بحيث أن 

WVUbaq  ),( 

و بما أن  
1

  أساس للتوبولوجي
1
  فإنه توجد،

11
Bبحيث أن 

 UBa 
1

 

و بما أن  
2

  أساس للتوبولوجي
2

 فإنه توجد ،
22

B  بحيث أن 

VBb 
2
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أي أنه يوجد 
11
B و

22
B  أنبحيث 

WVUBBbaq 
21

),( 

}:,{و هذا يعني أن 
221121

  BBBB  هي أساس للتوبولوجي

الضربي  على 
21

XX .■ 

 (3,43مثال )

هي أساس للتوبولوجي المعتاد Rنحن نعلم أن عائلة كل الفترات المفتوحة في 

 .بناءً على هذا يمكن اعتبار العائلة R)الاقليدي( على 

},,,,,:),(),{( Rdcbadcbadcba  

 . RRعلى   يسمى التوبولوجي العاديRRتشكل أساساً لتوبولوجي على 

 

     

  النسبي  التوبولوجي الفضاءات الجزئية و( 1.9)

 Subspaces and Relative topology 

 ( 1.36) نظرية

),(بفرض أن  X فضاء توبولوجي و Aمجموعة جزئية منX  العائلة . 

}:{   GAG
A

 

 .Aة الجزئية تمثل توبولوجي على المجموع

 البرهان

}:{  داً اثباات أن العائلاةمن السهل جا   GAG
A

يحقاق الشاروط الاثلاث  

 ذلك لما يلي:للتوبولوجي و
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 i)(أولا الشرط 

A
A ,   لأن 

AXA  وA 

 .,Xحيث أن   

 ii)(ثانياً الشرط 

ليكن 
A

WV ,  أي أن  توجدHG, بحيث أن  

AGVAHW  , 

 لذا نجد أن

)()( AHAGWV  

AHG  )( 

و من ثم يكون  HG، فإن  ,HGو بما أن 
A

WV . 

 iii)(ثالثاً الشرط 

نفرض أن 
Iii

V


 جزئية من عائلة  }{
A

 ،فإنه لكل 
Ai

V  يوجد  


i

G ن بحيث يكو
i

GA
i

V  . كون ل
i

G  يقتضي أن
i

G
i

  

)()(و من ثم يكون 
i

G
i

A
i

GA
ii

V
i

 أي أن 
Ai

V
i

.■ 

 (3,16تعريف  )

),(بفرض أن  X فضاء توبولوجي و Aة منمجموعة جزئيXتوبولوجي. ال 

}:{   GAG
A

 ( relative topology) لنسبيا سمى التوبولوجيي  

),(المولد   التوبولوجيوالفضاء 
A

A    جزئييسمى فضاء   (subspace)  من 

),(  التوبولوجيالفضاء  X. 
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 (1.33مثال )

},,,,{ بفرض أن edcbaX   مجموعة  و أن التوبولوجي  المعرف عليها

 هو  

}},,,{},,,{},,{},{,,{ edcbdcadcaX   

XedaAفإذا كانت     مجموعة جزئية فإن :  },,{

}},{},,{},{},{,,{}:{ eddadaAGAG
A

   

 (1.33مثال )

},,,,{بفرض أن   edcbaX   كن يلمجموعة خير خالية و 

}},,,{},,,,{

},,,{},,,{},,,{},,{},,{},{,,{

dcbaecba

ebacbadcacabaaX  
 

 فأوجد عناصر  التوبولوجي النسبي .ليهامعرف عتوبولوجي 
A

المجموعة  على

XecaAالجزئية   },,{. 

  الحل

 عطى من العلاقة يالتوبولوجي النسبي  

.}},{},,{},{,,{}:{ eacaaAGAG
A

   

 (1.39مثال )

د الحقيقية ومعرف عليها التوبولوجي المعتاد الأعدامجموعة  Rبفرض أن  

عرف على مجموعة الأعداد الصحيحة هو مالتوبولوجي النسبي ال )الاقليدي(. 

 نجد أن aحيث أنه لكل عدد صحيح  Zالتوبولوجي المتقطع على 

)
2

1,
2

1(}{  aaZa. 
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 (1.3) يةتمهيد

 . العائلةXعلى المجموعة  ساس للتوبولوجيأ إذا كان

}:{   BAB
A

 

 .Xمن  Aاساس لتوبولوجي نسبي على المجموعة الجزئية  تكون 

 البرهان

GAaو أن   Gنفرض أن    بما أن .Ga وساس أ 

بحيااااث يكااااون  ماااان  Bفاااايمكن اختيااااار عنصاااار أساااااس   للتوبولااااوجي 

GBa كن .و لAa   لاذا نجاد أن)()( AGABa  مان و

}:{ثم تكون    BAB
A

 ■ .Aأساس للتوبولوجي النسبي على  

 (1.1) تمهيدم

),(لاايكن  
A

A    ًيجزئياااً ماان الفضاااء التوبولااوج فضاااء ),( X .  فااإذا كاناات

A  و
A

B   فإن.B  مفتوحة بالنسبة للتوبولوجي. 

 البرهان  

بما أن 
A

B  فإنه توجد مجموعة ،G بحياث أن GAB .   بماا أن

فإن  ,AGكل من  GAB. ■ 

 (1.30) مثال

المولاد بعائلاة و معارف عليهاا التوبولاوجي  مجموعة الأعداد الحقيقية Rلتكن 

),(}:{الفتااااارات المفتوحاااااة  bxaxba  1,0(}2{كن  تلاااااو[ A 

مفتوحاااة بالنسااابة }2{.  المجموعاااة وحيااادم العنصااار  Rمجموعاااة جزئياااة مااان 

للتوبولوجي النسبي 
A

T  لأنها عبارم عن تقاطع الفترم المفتوحة),( 2
5

2
 مع 3
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}2{),(ي أن . أAالمجموعة  2
5

2
3 A.  

 (1.37نظرية )

),(ليكن  
A

A    ًيجزئياً من الفضاء التوبولوج فضاء ),( X .  المجموعة 

AB  النسبي للتوبولوجيتكون مغلقة بالنسبة 
A

  إذا وفقط إذا وجدت 

AFBبحيث أنه    بالنسبة للتوبولوجي  مغلقة   Fجزئية  مجموعة  . 

 البرهان

AFBأولا : نفرض أن       حيث أنF   فيمجموعة مغلقة  X  انظر( 

  تالي(.الشكل ال

 

 A 

F B  

  

 

 (2.3شكل )                     

FXFc  ةمكملال   أي أن مجموعة مفتوحة تكون ، 

 )( FXFc   وهذا يؤدى إلى أنه 

   
A

c AFXAF   (يمن تعريف الفضاء الجزئ)  )()(

 وبما أن

cFAAFAABA )()(      

)( cc FAA  
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)()( cc FAAA  

. HHAFA c : 

فإن 
A

BA    بالنسبة للتوبولوجي مجموعة مغلقة  Bومن ثم فإن  )(
A

. 

 بالنسبة للتوبولوجي النسبيمغلقة ة مجموع Bنفرض أن   انيا :ث
A

. 

 أن إلىهذا يؤدى و
A

BA   . نفرض أن )(
A

BAH  )( 

  Gولتكن Xفيتقاطع مجموعة مفتوحة  تكون عبارم عنولذا فإنها 

 )انظر الشكل التالي(.Aمع

 

 (2.5شكل )

أن  أي   GGABAH  :وهذا يؤدى إلى أن )(:

FAGXAGAGAAHAB c  )()(  

     ■.مجموعة مغلقة بالنسبة للتوبولوجي   Fحيث أن  

 (3,21نظرية )

),(ليكن 
A

A   ًجزئيااً مان الفضااء التوبولاوجي فضاء ),( X  و أنAB .

ABBفااإن 
XA
 ، حيااث أن )()(

A
B)(  هااو إخاالاق المجموعااةB ة بالنسااب

للتوبولوجي 
A

 و
X

B)(  هو إخلاق المجموعةB  بالنسبة للتوبولوجي. 
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 البرهان 

 بالنسبة للتوبولوجي النسبي  Bالمجموعة الجزئية  نغلاقسوف نستخدم تعريف إ

A
 :كما يلي 

},:{)(
A

KAKBK
A

B  

}),(:{  cFFABFAK 

},:{  cFFBFA 

}),:{(  cFFBFA 

■.
X

BA )( 

 

 يات في الفضاءات التوبولوجية المتتال( 1.0) 

Sequences in topological spaces 

 في الفضاءات  المتتالياتعريف تقارب تسوف نختم هذا الفصل ب

 في الفضاءات  المتتالياتالتوبولوجية حتى نلاحظ الفرق بين تقارب 

 التقارب الذي درسناه سابقاً في مقررات التحليل. التوبولوجية و

 (1.30تعريف  )

),(بفرض أن  X  فضاء التوبولوجي و  Xx
nn
)( متت . )يقال الية )متتابعة 

 المتتالية أن
nn

x Xx تتقارب من النقطة )( 
0

  إذا كان لكل مجموعة مفتوحة  

XG تحوي 
0

x   يوجد عدد طبيعيNn 
0

Gx بحيث أن 
n
  0لكلnn . 

 (1.33مثال  )

),(ليكن  X  .)المتتالية الفضاء التوبولوجي  التافه )الغير متقطع 
nn

x   في )(

X تتقارب من كل نقطة Xx الغير لأن المجموعة الوحيدم المفتوحة و 



 قدمة في التوبولوجي العامم

333 

 

 .Xخالية هي

 (1.36مثال  )

),(ليكن  DX .تاليةالمت   الفضاء التوبولوجي   المتقطع
nn

x تكون  X في )(

Nnتقاربية إذا و فقط إذا وجد 
0

بحيث أن  
0nn

xx   لكل
0

nn  . 

 (1.37مثال  )

),(ليكن  CN   فضاء توبولوجيا المكملات المنتهية على مجموعة الأعداد

Nx لتكن   الطبيعية.
nn
)(  متتالية بحيث أن

mn
xx   لكلmn  ًإذا .

nn
x ),(هذه المتتالية في نهاية ل طبيعي هو و كل عدد متقاربة )( CN. 

 (1.33نظرية  )

),(بفرض أن  X   فضاء توبولوجي، و أنXA .الية من فإذا وجدت متت 

  و العكس يكون صحيحا Ax إنف،  xتتقارب إلى النقطة  Aنقاط المجموعة 

),(إذا كان  X . قابل للتمتر 

 البرهان

Axنفرض أن 
n
  و أنxx

n
 إذاً كل جوار .G  للنقطةx  يحوي نقطة من 

A  أي ان AG  و هذا يعني أنAx (( 1.3نظرية).) 

),(من ناحية أخرى، نفترض أن الفضاء  X  قابل للتمتر  و أنAx . 

ه توجد متتالية ثبات أنلإ
nn

x xx بحيث أن )(
n
  نفرض أن 

RXXd :  متري للتوبولوجي علىX . لكل عدد صحيح موجبn  

),(نختار الكرم المفتوحة  1
nd

xB  و التي مركزهاx ا و نصف قطرهn
 . نختار 1
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 المتتالية
n

x   كنقطة  من تقاطع الكرم),( 1
nd

xB  مع المجموعةA  أي أن ، 

),( 1
ndn

xBAx  

اً كرم ي أيضتحوفإنها  xتحوي  Gن أي مجموعة مفتوحة  نلاحظ الآن أ

),(مفتوحة  xB
d

. بإختيار العدد الصحيح و نصف قطرها  xمركزها  

Nn 
0

بحيث يكون  
0

1
n فإن المجموعة المفتوحة ،G  تحوي الحدود

i
x 

لجميع قيم 
0

ni   و هذا يعني أنxx
n
.■  

 (1.3) تمارين

},,,,{إذا كانت   (3) edcbaX   مجموعة ، و عُرف عليها التوبولوجي 

}},,{},,,,{},,,{},,{},{,,{ ebadcbadcabaaX    و بفرض أن 

XdcaA   .Aأوجد التوبولوجي النسبي ، ف},,{

)إذا كان   (3) , )X   ،فضاء توبولوجي متقطعY X فبين أن الفضاء .

)الجزئي  , )YY   هو ايضا فضاء توبولوجي متقطع علىY. 

)إذا كان   (1) , )X I  ،الفضاء التوبولوجي  الغير متقطعY X فبين .

),(أن الفضاء الجزئي 
Y

Y   هو ايضا فضاء  خير متقطع علىY. 

Y[0,1)بفرض أن   (3)   الحقيقية مجموعة الأعداد فضاء جزئي منR .

)0,(اوجد انغلاق المجموعة  2
1A  في كل من الفضاء الجزئيY وR. 

},,,,{إذا كانت   (3) edcbaX   مجموعة، و عُرف عليها التوبولوجي

},,},{},,{},,,{},,,,{},,{{التالي:  ebadcbadcabaaX   

},,{فإذا كانت  edcA   و}{bB  فأوجد ، 

 BBbBextBBAAbAextAA ,)(,)(,,,,)(,)(,, `' 
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),(ليكن    (9)
A

A   فضاءً جزئياً مان الفضااء التوبولاوجي),( X    و أن

ABناثبت أ. ف: 

 ABB
XA
 '' )('ن ، حيااااث أ )()(

A
B  هااااو مجموعااااة نقاااااط

بالنساااااابة للتوبولااااااوجي  Bالنهايااااااة  للمجموعااااااة 
A

 و')(
X

B 

 .بالنسبة للتوبولوجي  Bمجموعة نقاط النهاية  للمجموعة 

 ABB o

X

o

A
 o، حياااااث أن  )()(

A
B)(  النقااااااط هاااااو مجموعاااااة

بالنساااااابة للتوبولااااااوجي  Bللمجموعااااااة   الداخليااااااة
A

 وo

X
B)( 

 .بالنسبة للتوبولوجي  Bللمجموعة   النقاط الداخليةمجموعة 

},,{إذا كانت   (0) cbaX  بين أن العائلة .}},{},,{},,{{ cbcabaS   

 هي اساس جزئي للتوبولوجي 

}},{},,{},,{},{},{},{,,{ cbcabacbaX  . 

},,,,{بفاااارض أن   (3) edcbaX  اوجااااد التوبولااااوجي المولااااد بالعائلااااة .

}},{},,,{},{{ dccbaa. 

}:{بولااااااوجي اعتباااااار كاااااال ماااااان التو  (6)
1

RAA   والتوبولااااااوجي

},{
2

 R علااى مجموعااة الاعااداد الحقيقيااةR ادرس تقااارب المتتاليااة.

nnالتي حدها العام 
a 1  في الفضائين),(

1
R و),(

2
R. 

},,,,{بفرض أن  (37) edcbaX التوبولوجي المولد بالعائلة  . اوجد

}},{},,,{},{{ dccbaa. 

XPS)(باارهن أن  العائلااة  (33)  تكااون أساااس جزئااي لتوبولااوجي

 .Xوحيد على المجموعة الغير خالية 


