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Separation Axioms and Countability 

 
 مقدمة.

أن يلاحتتأ أن العديتتد متتن ختتوا  الف تتا   يستتيعيد دا س اليولولتتو   

اليولولو ى يعيمد على يوزيد الم موعات المفيوحة فى هذا الف ا . كما يلاحأ 

اليولولتو   أن أكث  الف ا ات  شه ة فى الهندسة واليحليل يقد متا لتين الف تا  

ذلت  لمتدا الا يلتاع الوثيتن لتين الغي  ميقعتد   واليولولو    الميقعد والف ا  

،  اتالف تا  هة المع فة على هتذيصل موعات المفيوحة و الدوال المالم مفهوم 

الدالتتة   مع فتتة علتتى الف تتا  الغيتت  ميقعتتد  هتتفمتتثلاا الدالتتة الوحيتتدة المستتيم ة ال

ة يصلنه يقالله مزيداا من الدوال المالثالية، فكلما زاد عدد الم موعات المفيوحة فإ

 المع فة على هذا الف ا . 

الف تتا  فتت  ن الم موعتتات المفيوحتتة  في  العديتتد متتولكتتى نستتيعيد يتتو 

اليولولتو ى ستتوق نقتتوا لد استتة مفهتتوا مستلمات الانفصتتال علتتى  هتتذا الف تتا . 

ختتلال د استتة مستتلمات الانفصتتال ستتوق نتتد س أس متتن هتتذه المستتلمات يحقتتن 

خاصية كونها خاصية و اثيتة و اليت  ستييحقن فت   ميتد المستلمات عتدا مستلمة 

 كون الف ا  عادياا. 
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- ف ا ال (1.7)
0

T Kolmogorff  Space 

 (1.7يع يق  )

),( لف ا   اليولولو ىيسمى ا X   0 - ف اT   يحقن الش ع إذا : 

GxGyorGyGxGyxXyx  ,,:,,,  

Xyx  نقعيتين مخيلفيتتين أس أنته لكتتل , ةمفيوحتت ةيو تتد م موعت  G    لحيتت

 حداهما و لا يحيوس النقعة الأخ ا.يحوس إ

 

 

 

 

 

 

 

 G 
 
 (1.7شكل )

 (1.7مثال )

},,},{},,{},,{},,{{ نفتت أ أن cbacbbabX   يولولتتو   معتت ق علتتى 

},,,{الم موعة dcbaX  . الف ا  إذاا ),( X  0-هو ف اT :و ذل  لأن 

};{,}{:}{,)( babbbbai   

};,{,},{:},{,)( bacbaabacaii   

};,{,},{:},{,)( badbaabadaiii   

}.;{,}{:}{,)( bcbbbcbiv   

}.;{,}{:}{,)( bdbbbdbv   

}.,{,},{:},{,)( cbdcbccbdcvi   

x


 

y


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 مخيلفيين يو د م موعة مفيوحة يحيوس على إحدا النقعيينأس أنه لكل نقعيين 

),( لأخ ا، و من ثا فإن الف ا دون ا  X  0-هو ف اT. 

ولكتن هتل يو تد ف تا  .0T-هذا المثال لف ا  يحقن ش ع كونه  ف تا 

 هذا الش ع ؟.  لا يحقن

 السؤال يي ح من المثال اليال :الإ الة على هذا 

 (1.5مثال )
},,},{},{{ نفتتتتت أ أن baaX    يولولتتتتتو   معتتتتت ق علتتتتتى الم موعتتتتتة

},,,{ dcbaX  . الف ا  إذاا ),( X  0-ليس ف اT  و ذل  حي  أنdc  

مد أنه لا يمكن إي اد م موعة مفيوحة يحيوس إحتدا النقعيتين  دون أن يحيتوس 

 dأو cاليتت  يحتتوس  علتتى الأختت ا، متتد العلتتا أن الم موعتتة المفيوحتتة الوحيتتدة 

 .dوc النقعيين وهذه الم موعة يحيوس على  Xه 

 (1.7نأ ية )

),(الف تتا  اليولولتتو    X  يكتتون ف تتا0T  إذا و فقتتع إذا كتتان}{}{ yx   

Xyxلكل  ,  حي  أنyx  

  الل هان

),(نفتتتت أ أن الف تتتتا   X   ف تتتتا هوووو0T نفتتتت أ  أن.yx  إذاا يو تتتتد.

و لا يحتوس الأخت ا.  ,yxيحتوس  إحتدا النقعيتين Gم موعة مفيوحة  و ليكن

لذل  يكتون و Gyو Gxليكن  }{yG  و هتذا يعنت  أن}{yx  و

}{}{لذا ن د أن   .xx}{لكن  yx  . 

}{}{نف أ أن  yx   لأسyx    فX فإن .}{yx و أ}{xy  و إلا 
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}{yxو}{xy  وهذا يقي   أن}{}{}{}{ yxyx  ف  حالة . 

}{yx  ن د أنGyXx   م موعة مفيوحة يحوس نقعة  ولا  Gو  }{

),(.إذاا الف ا   يحوس الأخ ا X  يكون ف ا0T.■ 

 (1.5يع يق )

),(لفتت أ أن  X ف تتا  يولولتتو  ، يقتتال لخاصتتيةه متتا ل نهتتا خاصتتية و اثيتتة 

(Hereditary Property)  إذا و فقع إذا كانت ميحققة لأس ف ا   زئ        
 ),(

A
A   من),( X ، عالما كانت ميحققة ف  الف ا ),( X. 

 (1.5نأ ية )

 ه  خاصية و اثية. 0T-خاصية كون الف ا 

 الل هان

),( نف أ أن الف ا  اليولولو   X  0-هو ف اT  ، وأن ),(
A

A   ف ا 

),(  زئ  من X  .نف أ أن  Ayx , حي  أن yx  ، إذاا Xyx , 

),(  حي  أنو X  0-هو ف اT، يو د م موعة مفيوحة إذاا G يحيوس 

GyGx إحدا النقعيين ولا يحيوس على الأخ ا ، و ليكنعلى   ,. 

 
 (1.5شكل )
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HyHxGAH
A

 ,:)(  

),( الف ا  ال زئ  إذاا 
A

A   0-هو ف اT.■ 

 (1.5نأ ية )

),(إذا كان  X  ف ا0T و),(),(:  YXf  و مفيوحة من  دالة يقالل 

),(الف ا   X  إلى الف ا ),( Y ، فإن  ),( Y  0-هو أي ا  ف اT. 

 الل هان

Yba نفتتتتتتتتت أ أن , لشتتتتتتتتت ع أن ba .  1)( العنصتتتتتتتتت ان إذاا afx و

)(1 bfy  و لما أن الف ا . مخيلفان ),( X 

-هو ف ا  
0

T ، يو د م موعة مفيوحة  إذااG يوس على نقعة واحدة  يح

GyGx مثلاا و ليس الأخ ا،  ,yx من النقعيين   و لما أن الدالة . ,

),(),(:  YXf  

)()(,)()(و Gf)(، فإن مفيوحة GfyfbGfxfa  ، إذاا

),( Y   0-هو ف اT .■ 

 (1.7نيي ة )

 ه  خاصية يولولو ية.  0T-خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   ف ا  

ما يحققه من ختوا  واي تا و0T-لعد أن ع فنا ما هو المقصود لالف ا 

الآن ننيقتل ليع يتق .  0T-ع فنا أن هنا  ف ا ات يولولو يتة ليستت متن النتو 

 .0T-ف ا  قن مسلمة أخ ا قد لا يحققهاف ا  آخ  يح د اسةو
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-ف ا ال (1.5)
1

T     

 يع يق انوا  من الف ا ات ف  يكوين و دو اا اساسياا هذا الف ا  يلعب 

اتف ا  اليولولو ية مثل
i

T 4,3,3حي  أن 2
1i. 

 (1.5يع يق )

),( لف ا   اليولولو ىا X  1 - ف ا  يسمىT   يحقن الش ع الآي : إذا 

HxHyGyGxHGyxXyx  ,,,:,,,,  

Xyx  نقعيين مخيلفيين أس أنه لكل , يانمفيوح يانيو د م موع HG ,  

 الم موعة، و y يحيوس على النقعةو لا   x يحيوس أحداهما على النقعةلحي  

 .x و لا يحيوس على النقعة  y الأخ ا يحيوس على النقعة 

 

 

 

 

 

 

 

H G 
 
 (1.5شكل )

 (1.5مثال ) 

},,},{}{{ نفتتتتتت أ أن baX    يولولتتتتتتو   معتتتتتت ق علتتتتتتى الم موعتتتتتتة

},{ baX  . الف ا  إذاا ),( X  1-هو ف اT :و ذل  لأن 

};{,}{},{},{:}{},{, babbabaababa   

  مفيوحيان يحيوس إحداهماعلىأس أنه لكل نقعيين مخيلفيين يو د م موعيان 
 b  كذل  الم موعة الثانية يحيوس النقعة،  b لا يحيوس النقعةو a النقعة

x


 

y


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 .aلا يحيوس على النقعة و 

 ولكن هل يو د ف ا  .1T-هذا المثال لف ا  يحقن ش ع كونه  ف ا 

 هذا الش ع ؟.  لا يحقن

 يحوس  م موعة حي  لا يو د،  (1.7) ثالالة على هذا السؤال يي ح من مالإ 

),(، فالف ا  اليولولو   bو لا يحوس العنص  aالعنص  X  ف  هذا المثال 

هو ف ا 
0

T  و ليس ف ا
1

T. 
الف تا  اليولولتو   كت  يكتون ف  لالآن ن د الش ع ال  و س و الكا 

 ذل  من خلال النأ ية اليالية.، و1T-ف ا 

 ( 1.4نأ ية ) 

),( يكون الف ا  اليولولو ى X   1-هو ف اT  إذا وفقع إذا كانت كل 

 م موعة  زئية وحيدة العنص  مغلقة. 
 الل هان 

),(أولاا : لتتتتتيكن X  1-ف تتتتتاT  وأنXp .المعلتتتتتوب إثلتتتتتات أن  cp}{ 

  ذل  نفي أ أن :م موعة مفيوحة. لإثلات 

pxpx c  }{  

),( كون الف ا من ش ع   X  1-ف اT،   فإنه يو د م موعتة مفيوحتة
x

G

 أن : سأ p  ولا يحوا  النقعة x  النقعة وسيح

 x
Gp

x
Gx  , 

 وهذا يؤدا إلى أن : 
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cp
x

Gx }{
  

 ومن ثا فإن : 

}}{:{}{ cc px
x

Gp  

  م موعة مغلقة. p}{  م موعة مفيوحة ومن ثا فإن}{cp  وهذا يعنى أن

Xyx ونف أ أن Xp  مغلقة لكل p}{  ثانيا : نف أ أن الم موعة  , 
yx لحي  يكون  .: فإن ذل  يعنى أن  

cc xyandyx }{}{   

cc  ولكن كل من xy  يحوس نقعة و لا يحوس الأخ ا. م موعة مفيوحة}{,}{

),(الف ا  نأهذا هو إثلات الش ع  و X 1- هو ف اT.■ 

 (1.1نأ ية )

),(  الف ا  اليولولو  X 1-ف ا  يكونT ان إذا وفقتع إذا كت}̀{x  لكتل

Xx . 

 الل هان

),(اولاا :نف أ أن  X   1-هو ف اT  وأنXx إذاا.}{x   م موعة مغلقة 

}{}{و من ثا يكون  xx   و لكن}{}{ }̀{ xx x  إذاا .}{}{ }̀{ xx x   و

 .x}̀{فإن xx}̀{حي  أن 

Xyx. لف أ  Xxلكل  }̀{xثانياا : نف أ أن  ,  لحي  أنyx 

ليكن  وyو من ثا يو د م موعة مفيوحة  يحوس xy}̀{فإن 
y

G  لحي  أن
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 }{xG
y

.لذا ن د أن 
y

Gx لالمثل.}̀{y فإنه يو د م موعة ،

مفيوحة 
x

G  يحوسx يحقن و }{yG
x

و من ثا يكون  
x

Gy لاليال  و

),(يكون الف ا   X   1-ف ا هوT.■ 

 (1.5نيي ة )

),(إذا كان الف ا   X   1-هو ف ا هT   لأس م موعة  زئية منيهية  فإنه 

XA  فإن `A. 

 الل هان

},,...,{م موعة منيهية وليكن  XAنف أ أن  21 nxxxA  و من ثا يكون 

  }{
1

i

n

i
xA


  الف ا و حي  أن),( X   1-هو ف ا هT    فإن

`

}̀{x .  

لذل  يكون  و 


n

i
i

n

i
xA

11

`` }{.■ 

 (1.5نأ ية )

 ه  خاصية و اثية. 1T-خاصية كون الف ا 

 الل هان

),( نف أ أن الف ا  اليولولو   X  1-هو ف اT  ، وأن),(
A

A    ف ا

),( زئ  من  X  .نف أ أن  Ayx , حي  أن yx  ، إذاا Xyx ,  

),(  حي  أنو X  1-هو ف اT،  يو د م موعيان مفيوحيان إذا HG, 

HxHyGyGxلحي  يكون   ,,,. 

 ولكن 
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VyVxGAV
A

 ,:)(  

 و

WxWyHAW
A

 ,:)(  

),( إذاا الف ا  ال زئ 
A

A   1-هو ف اT.■ 

 (1.1نأ ية )

),(إذا كان  X  ف ا
1

T و),(),(:  YXf  و مفيوحة من  دالة يقالل  

),(الف ا   X  إلى الف ا ),( Y ، فإن  ),( Y  هو أي ا  ف ا-
1

T. 

 الل هان

Yba نف أ أن , لش ع أن ba  ، 1)( العنص ان إذاا afx  

1)(و  bfy  مخيلفان ف  الم ال X . و لما أن الف ا ),( X  هو ف ا-

1T  ، يو د م موعيان مفيوحيان إذاا HG, : لحي  يكون  

HxHyGyGx  ,,,. 

:),(),( و لما أن الدالة   YXf  :مفيوحة ، فإن  

)()(,)()(,)( GfyfbGfxfaGf  

)()(,)()(,)( HfxfaHfyfbHf  

),(إذاا   Y   1-هو ف اT .■ 

 (1.5نيي ة. )

 ه  خاصية يولولو ية.  1T-خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   ف ا 
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-الف ا  ( 1.5)
2

T)ف ا  هاوسدو ق( Hausdorff Space    

 ال يا يات الأشه  هاوسدو قهذا الف ا  نسلة لعالا  يعود اسا
(Hausdorff)  ( 7145-ا7151الذس عاش خلال الفي ة)يعود أهمية ش ع ا .

هاوسدو ق هو أن الميياليات اليقا لية ف  هذا الف ا  ييقا ب لنقعة وحيدة ، 

لا يحقن ش ع  يولولو ية أخ الينما ذل  ليس   و ياا ف  ف ا ات 

 .هاوسد ق

  (1.4يع يق )

),(  اليولولو ىلف ا   ا X  2 - ف ا  يسمىT   يحقن الش ع الآي : إذا 

  HGHyGxHGyxXyx ,,:,,,, 

Xyx  نقعيين مخيلفيين أس أنه لكل , غي  يانمفيوح يانيو د م موع 

HG ميقاععيين   و الم موعة  ،  x النقعةيحيوس أحداهما على لحي  ,

 . y الأخ ا يحيوس على النقعة

 

 

 

 

 

 

 

H G 
 
 (1.4شكل )

 (1.4مثال )

},,},{},{},{},,{},,{},{{ نف أ أن cacbbacbaX      يولولو 

},,{مع ق على الم موعة  cbaX  . الف ا  إذاا ),( X  2-هو ف اT  

x


 

y


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 ذل  لأن:و 

;}{}{,}{},{:}{},{,)(   babbaababai 
;}{}{,}{},{:}{},{,)(   caccaacacaii 
.}{}{,}{},{:}{},{,)(   cbccbbcbcbiii 

  (1.1) مثال
 2T – هو ف ا  سف ا  مي كل 

 الل هان 

 ■(.5.1أنأ  نأ ية )

 (1.5مثال )

 والمولد R على اليولولو   المع ق  م موعة الأعداد الحقيقة وأن R ليكن

),[ لواسعة الفي ات ba   فإن الف ا),( R  2 - يكون ف اT . 

 الحل :

Rba  لفتتتتتتتت أ أن ,وأن  ba  ولتتتتتتتتيكن ba .لاخييتتتتتتتتا  الم موعتتتتتتتتة 

],1( aaG   والم موعة ],( baH  : فإننا ن د أن  
   HGHbGaHG ,,,,     

),( ومن ثا فإن R2  يحقن الش عT. 

 (1.1نأ ية )

 .1Tهو ف ا  2Tكل ف ا 

 الل هان

 النأ ية ليس هذه . لكن عكس 1Tمن اليع يق ييحقن ش وع كون الف ا   
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 المثال اليال :خلال يي ح من  صحيحاا دائماا وذل 

 (1.1) مثال

),(م موعة غي  منيهية. فإن ف ا  المكملات المنيهية  Xلف أ أن  CX  هو 

 .2Tوليس ف ا   1Tف ا 

 الحل:

Xyxنف أ أن  ,  لحي  أنyx    من يع يق اليولولو ، 

}:,{ finiteGXGC c  

},{}{ن د ن  yx  م موعات منيهيه  و لاليال  فإن 

cyyXG }{}{    م موعتتتتتة مفيوحتتتتتة يحتتتتتوسx ولا يحتتتتتوسy   و كتتتتتذل

cxxXHالم موعتتة   }{}{  وحتتة يحتتوس م موعتتة مفيy  ولا يحتتوسx إذاا.

),( CX  هو ف ا1T  . 

 HGغي  منيه  فإن  XوHyو Gxإذا كان  لكن و

 ■.2Tإذاا هذا الف ا   ليس

 (1.1نأ ية )

 ه  خاصية و اثية. 2T-خاصية كون الف ا 

 الل هان

),( نف أ أن الف ا  اليولولو   X  2-هو ف اT  ، وأن),(
A

A   ف ا 

),(  زئ  من X  .نف أ أن  Ayx , حي  أن yx   إذاا، Xyx , 

),(  حي  أنو X  2-هو ف اT، يو د م موعيان مفيوحيان إذاا HG,  

:  لحي  يكون HGHyGx  الم موعيين لما أن ولكن . ,,
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A
GAV   و)(

A
HAW  إذاا الف ا   .غي  ميقاععيين)(

),( ال زئ 
A

A   2-هو ف اT.■ 

 ملاحأة:

أس ف تتا   زئتت  متتن م موعتتة  فتتإن،2T-حيتت  أن كتتل ف تتا  ميتت س هتتو ف تتا 

لاعيلا ه ف ا   زئت  متن الف تا  الميت س  وذل 2T-ف ا الاعداد الحقيقية هو 

 .Rالاقليدس على 

 (1.71نأ ية )

),(إذا كان  X  ف ا
2

T و),(),(:  YXf  و مفيوحة من  دالة يقالل 

),(الف ا   X  إلى الف ا ),( Y ، فإن  ),( Y  هو أي ا  ف ا-
2

T. 

 الل هان

Yba نف أ أن , لش ع أن ba  ، إذاا يو دXyx , لحي  أن   

)(1 afx  1)( و bfy  وyx . 

),( و لما أن الف ا   X  2-هو ف اT  ،إذاا يو د م موعيان مفيوحيان  

HG, لحي  يكون  : 

 HGHyGx ,,. 

:),(),( و لما أن الدالة   YXf   فإن:مفيوحة ،  

)()(,)( GfxfaGf  

)()(,)( HfyfbHf  



 مسلمات الانفصال  – خامسالفصل ال

757 

 

 

 و حي  أن  )()()()( fHGfHfGf . إذاا),( Y   هو

 ■. 2T-ف ا 

 (1.4نيي ة )

 ه  خاصية يولولو ية.  2T-خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   ف ا 

 (1.77نأ ية )

),(لف أ أن الف ا   2Y  الداليين وأن ف ا  هاوسدو ق 

),(),(: 21  YXf   و),(),(: 21  YXg  

}:)(){(ميصليان  فإن الم موعة  xgxfxA  .م موعة مغلقة 

 الل هان

}:)(){(نحاول اثلات أن الم موعة   xgxfxAc   مفيوحة. نف أ أنcAx 

)()(إذاا  xgxf    وحي  أن),( 2Y  2-هو ف اT ، م موعيان  يو د فإنه

ميقاععيين وغي   مفيوحيان 
2

, HGلحي  أن GxgHxf  . لما أن  )(,)(

gf 1داليان ميصليان فإن  ,

11 )(),(  GgHf  و من ثا يكون

1

11 )()(   WGgHfx   و لاليالcAWx  إذاا.cA  م موعة

 ■مفيوحة.

 

ليات يايقا ب الميو نيحول الآن لمع فة العلاقة لين ف ا  هاوسدو ق

اليقا لية ييقا ب لنهاية وحيدة، حي  علمنا من قلل أن نهاية  ليةالميياأن و

المييالية ف  الف ا ات الي  لا يحقن خاصية هاوسدو ق ليس من ال  و س 

 أن يكون وحيدة.
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 (1.75نأ ية )

),( إذا كان X ف   لية يقا ليةفإن كل مييا ف ا  هاوسدو قX  يكون لها

 نهاية وحيدة.

 الل هان

Xxnالية  ف أ أن للميين    نقعي  نهاية ، هماa وb  لحي  أنba  لما أن. 

),(الف ا   X  2-هو ف اT  ميقاععيين  وغي   فإنه يو د م موعيان مفيوحيان

GH HbGaلحي  أن  ,  Nnaأنه يو د عدد  ع ق. ن,   لحي  أنGxn  

annلكل    و اي اا العددNnb   لحي  أنHxn   لكلbnn  لذا فإنه لكل .

},max{
ba

nnn   نحصل على أنHGxn   وهذا ييعا أ مد كون

HG إذاا.ba .أس أن النهاية وحيدة.■ 

 (1.7) يمـا يـن

},,,,{ لف أ أن (1) edcbaX    كون يولولو على X :لحي  يكون 

 ),( X فضاء-
0

T  و ليس ف ا-
1

T. 

 ),( X  ف ا-
1

T. 

 ),( X   ف ا-
2

T . 

},,,{ لف أ أن (2) dcbaX  .  كون يولولو على X :لحي  يكون 

 },{},{ bad  و يكون),( X هو ف ا-
0

T . 

 },,{},,{},{ cbacbd و يكون ),( X هو ف ا-
1

T. 

),(أن م موعة منيهية  و Xلف أ أن    (5) X ه  فضاء-
1

T  . ل هن أن 
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),( X .)هو ف ا  منفصل )ميقعد 

),(هل الف ا  المنفصل  (4) DX  هو ف ا-
0

T؟ 

),(هل الف ا  الغي  منفصل  (1) IX  هو ف ا-
0

T؟ 

),(هتتتتتل ف تتتتتا  المكمتتتتتلات المنيهيتتتتتة    (5) CX  هتتتتتو ف تتتتتا-
0

T ؟ حيووووو  أن

},,{ finitecGXGC   

),(هل الف ا   (1) R  هو ف ا-
0

T أن  حي ؟  

}:),(,,{ Raa
a

ER   

),(ل هن أن الف ا  اليولولو    (1) X  يكون ف ا
2

T  إذا و فقع إذا كانتت

XXyxyxم موعة الخع القع س    مغلقة . )},(:{

 

 Regular Spaces   الف ا ات المنيأمة (1.4)
الف تا ين كتل متن   فت،  منصتلاا كتان  الاهيمااأن  فيما سلن لاحأنا 

1
T و

2
T،فصل نقاع الف ا  عن لع ها اللعأ وذل  ل نه لكل نقعيين مخيلفيتين  على

وا نقعتة واحتدة دون الأخت ا. أمتا م موعيان مفيوحيان كل م موعتة يحت يو د

 الآن سوق نحاول اسيلدال إحدا النقعيين لم موعة مغلقة أو اسيلدالهما معاا 

 . كليا الحاليين  لم موعيين مغلقيين وسوق ند س حال الانفصال ف

 (1.1) يع يق

),( يُقال للف ا  اليولولو ى X منيأا ف ا  إنه Regular  كان لأس إذا 

 يو د  F لا ينيم  إلىو Xx و لأس نقعة Xف   Fم موعة مغلقة 
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HFGxلحي  يكون  ,HG ميقاععيين  وغي    م موعيان مفيوحيان  ,. 

 

 

 

 

 

 

 

H G 
 (1.1شكل )

 (  1.1مثال )

},,{ نف أ أن cbaX و أن م موعة غي  خالية}},{},{,,{ cbaX    

,,},,{}{ه  Xالم موعات المغلقة ف  . Xيولولو   مع ق على acbX. 

 ليعلين ش ع الانيأاا على الم موعات المغلقة نلاحأ الآي :
  },{}{},{},{},{:},{},{},{ cbacbcbaacbacba  

  },{}{}{}{},,{:}{},,{}{ cbaaacbbacbab  

  },{}{}{}{},,{:}{},,{}{ cbaaacbcacbac  

),( و لاليتتال  فتتإن  الف تتا   X  هتتو ف تتا  منتتيأا و لكنتته لتتيس  ف تتا-
1

T  

-لالعلد لا يكون ف ا و
2

T. 

 (  1.1مثال )

),(كل ف ا  غي  منفصل  IX  هو ف ا  منيأا و لكنه ليس
2

T ، ومن ثا لا 

يكون 
1

T أو 
0

T. 

 هتل هنتا  ف تا  يحقتن شت عالقا ئ السؤال اليال  : هن لذقد ييلاد  
1

T 

 الا الة من خلال المثال اليال : .؟يكون منيأماا  لاو

x


 F 
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 ( 1.71مثال )

),(ف تتتا  المكمتتلات المنيهيتتتة غيتتت  منيهتت ، Xإذا كانتتت  CX  هتتو ف تتتا-
1

T  

 ليس منيأماا و

  الل هان

 يي   للقا ئ كيم ين.
 الآن ع فنا أنه ليس من ال  و س أن  كل ف ا  منيأا يحقن ش ع 

-كونه ف ا 
1

Tلكن ف  حالة كون الف تا  محقتن للشت عين معتا نحصتل علتى .و

-ف ا يسمى ف ا   ديد 
3

T . 

 (5.6) يع يق

-ف ا  إنه منيأا لف ا يقال 
3

T ف ا  إذا كان يحقن ش ع كونه-
1

T. 

 ( 1.77مثال )

),(كل ف ا   منفصل  DX   هو ف ا– 
3

T. 

 ( :1.75) نأ ية

 – كل ف ا 
3

T   هو ف ا– 
2

T. 

 الل هان 

),( نف أ أن X  هو ف ا -
3

T  وأنXyx , لحي  أن yx  . من ش ع 

- كون الف ا 
1

T ،  إنن د }{x و م موعة مغلقة }{yx،من ش ع كون و  

 لحي   ,HG الف ا  منيأماا فإنه يو د م موعيان مفيوحيان وغي  ميقاععيين

HyGxx يكون  ),( و عليه فإن }{, X  2-هو ف اT.■ 
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 عكس النأ ية السالقة ليس صحيحاا دائماا. فالمثال اليال  يلين أنه ليس 

 .3T-هو ف ا  2T-ال  و س أن يكون كل ف ا من 

 (  1.75)مثال

ل نأمة  مولد Rيولولو   على م موعة الأعداد الحقيقية  Tنف أ أن 

 ات المفيوحة.ال وا 












  0:}
1

{),(

0),(

xZn
n

xxx

N
x 


 

),( اليولولو ىالف ا  هذا  TR  2-هو فقع ف اT  3-و ليس ف اT. 

أولاا: نلتتين أنتته ف تتا  
2

T  نفتت أ أن.Ryx ,لحيتت  أن yx  . فتتإذا كانتتت

0,0  yx ، الم موعيين :فإن 

)
2

,
2

(
yx

y
yx

yH





 و)
2

,
2

(
yx

x
yx

xG





 

HyGxوأن مفيوحيين وغي  ميقاععيين   ),(إذاا . , TR 2-هو ف اT. 

{وأن  0x نف أ أن.3T-لإثلات أنه ليس ف ا 
1

{
n

F  حي  أن n  عدد 

{صحيح مو ب. الم موعة 
1

{
n

F   مغلقة. لف أ أن}
1

{),(
n

V    أس 

WF لحي  أن Wلذا لا يمكن إي اد م موعة مفيوحة .0x وا  للنقعة    

),(و هذا يعن  أن الف ا   WVو TR 3ليس منيأماا و من ثا لا يكونT. 

 ( 1.74نأ ية )

),( الف ا  اليولولو ى X  نقعة لكلكان منيأماا إذا وفقع إذا  ف ا ا يكون 
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Xxولكل م موعة مفيوحة G  لحي  أنGx  فإنه يو د م موعة 

  لحي  أن : H مفيوحة
GHHx  

 الل هان 

),(أولاا : نف أ أن  X ف ا  منيأا وأن Gx وأن G م موعتة مفيوحتة 

نته يو تد ن تد أ  الانيأتاا ش عمن  .cGx م موعة مغلقة وأنcG فإن

WHميقتتتتتتتاععيين وغيتتتتتتت   م موعيتتتتتتتان مفيوحيتتتتتتتان   لحيتتتتتتت  أن : ,

WGHx c  cWH فإن، WH  لما أن .,  : ومن ثا فإن 

GWHx c  

  مغلقة فإن : cW ولما أن

GWHHx c  

 وهذا هو المعلوب أولاا.

م موعتتة  يو تتد G ولكتتل م موعتتة مفيوحتتة Gxلكتتل ه ثانيتتا : نفتت أ أنتت

  لحي  أن : H مفيوحة

GHHx  

.الم موعتةFxم موعة مغلقة وFليكن منيأا.  والمعلوب إثلات أن الف ا 

GF c  النقعة  م موعة مفيوحة يحيوسx د أنه يو د ن. من الش ع  

GHHxلحي  أن  Hم موعة مفيوحة    ن د أن :و من ثم  


c

HH
c

HcGFGHHx ,,, 



 مقدمة ف  اليولولو   العاا

751 

 

 

ميقاععيين وغي   س أنه يو د م موعيان مفيوحيان أ
c

HH  ،إحداهما يحيوس,

وهتذا هتو إثلتات .F الأخ ا يحيوس على الم موعتة المغلقتة و، xعلى النقعة  

),(أن  X .ف ا  منيأا■ 

 (1.71نأ ية )

),( يكون الف ا أن خاصية  X.منيأماا ه  خاصية و اثية 

 الل هان

),( نف أ أن الف ا  اليولولو   X  أنمنيأا، و هو ف ا ),(
A

A    ف ا

),(  زئ  من X .نف أ أن Aa و AB لالنسلة  م موعة مغلقة

 لليولولو   النسل 
A

 ، أن لحي Ba  .لما أن الم موعة  B  م موعة

 مغلقة لالنسلة لليولولو   النسل 
A

  ، يو د م موعة مغلقة إذاا F  فX  لحي

AFB أن ( (  5.71انأ  نأ ية ) حي  أنcF) .لما أن Ba  ،

),(   . لما أنFa فإن  X و  هو ف ا  منيأاFa ،  إذاا يو د 

 لحي  يكون  ,HGم موعيان مفيوحيان  HGHFGa ,, 

 من يع يق اليولولو   النسل  ن د أن: ولكن

VaGAV
A

 :)(  

WAFBHAW
A

 :)(   

 و من ثا ن د أن

  AHGAHAGAWV )()()(  
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),( إذاا الف ا   ال زئ 
A

A  .هو ف ا  منيأا■ 

 (1.1نيي ة )

),( يكون  الف ا أن خاصية  X ف ا
3

T .ه  خاصية و اثية 

 (1.75نأ ية )

 خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   منيأماا  ه  خاصية يولولو ية.

  الل هان 

),( نف أ أن الف ا  اليولولو   X  أن الدالةومنيأا  

),(),(:  YXf  

),( ثلات أن  الف ا لإ ميصلة.و مفيوحة و يقالل  Y  .نف أ أن  منيأا 

Yy و YF   م موعة مغلقة ف Yلش ع أن Fy.  الدالة لما أن  

),(),(:  YXf   1)( فإن و ميصلة يقالل Ff    م موعة مغلقة فX 

)()( وأن 11 Ffyfx   . و لما أن الف ا ),( X   إذاا ف ا  منيأا  ، ه 

 Gxلحي  يكون  ,HGميقاععيين وغي    يو د م موعيان مفيوحيان

HFfو   :),(),( لما أن الدالة  .1)(  YXf  :مفيوحة ، فإن  

,)(),( HfGf),()( Gfxfy )())(( 1 HfFffF   

  و حي  أن  )()()()( fHGfHfGf إذاا),( Y   هو

 ■ف ا  منيأا .

 (1.5نيي ة )

),( يكون الف ا أن  خاصية  X  ف ا
3

T .ه  خاصية يولولو ية 
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 Normal Spaces يةعادالف ا ات ال( 1.1)

لعد أن ع فنا مفهوا الف ا  الذس يحقن خاصية الفصل لين الم موعتات 

المغلقة و النقاع الي  لا ينيم  لهذه الم موعات، ستوق نيعت أ فيمتا يلت  لنتو  

فصتل الم موعتات المغلقتة الفصل واليت  فيهتا ييحقتن خاصتية  ديد من مسلمات 

 غي  ميقاععتة اي تا. فت  هتذه الحالتة يستمى وحة وميقاععة لم موعات مفيالغي  

     لالف ا  العادس.لف ا  اليولولو ا
 (5.7) يع يق

),(   يقال للف ا  اليولولو  X   عادسأنه ف ا Normal  إذا وفقع إذا كانت 

ميقتتتتتتاععيين وغيتتتتتت   مغلقيتتتتتتين  لكتتتتتتل م متتتتتتوعيين 
21

, FF  فتتتتتت X (أس أن  


21

FF ) ، يو د م موعيان HG   لحي  يكون ,

 HGHFGF ,,
21

 

 

 

 

 

 

 

 

H G 
 (1.5شكل )

 ( 1.75مثال )

},,},{},{},{{ نف أ أن babaX    يولولو   مع ق على الم موعة 

},,{ cbaX  . هل  الف ا ),( X .هو ف ا  عادس ؟ 

 الحل

),( الم موعات المغلقة ف  الف ا  اليولولو    X : ه  

1F 2F 
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}{},,{},,{,, ccacbX 

هو ف ا  عادس ،و لكنه ليس ف ا ا منيأماا ، حي  يو د وا ح أن هذا الف ا  

},{ م موعة مغلقة cb و نقعة},{ cba  ،و لكنه لا يو د م موعيان 

و الأخ ا  a ميقاععيين لحي  يحيوس إحداهما على النقعةوغي   مفيوحيان 

},{يحيوس على الم موعة المغلقة  cb. 

 (1.74مثال )

},,}{{ نف أ أن aX    يولولو   مع ق على الم موعة},,{ cbaX   
),( السهل الي كد من أنمن  X  0-هو ف ا  عادس و لكنه ليس ف اT. 

 ( 1.71مثال )

},,},{},,{},,{},,{{ نفتت أ أن cbacbbabX    يولولتتو   معتت ق علتتى

},,,{الم موعتتتة  dcbaX   الف تتتا  . مووون ال وووأك الن أووو  مووون أن ),( X  هتتتو

 . 1T-. لكنه ليس منيأا ولا ف ا 0T-ف ا  عادس و ف ا 

 ( 1.75مثال )

},,},{},{},,{},,{},,,{},,{{ نف أ أن dcbdcadcbabaX    يولولو   مع ق 

},,,{على الم موعة  dcbaX   . الف ا  من السهل الي كد من أن ),( X  

هو ف ا  عادس و منيأا و لكنه ليس ف ا 
1

T . 

هتتو ف تتا عتادس  تت و س أن كتل ف تتا  لعتد أن ع فنتتا أنته لتتيس متن ال


1

T  حالة كون الف ا  عادياا و، فإنه ف
1

T: فإن هذا يقودنا لليع يق اليال ، 

 (  5.8) يع يق

ف ا  عادسه أنه ف ا ه يُقال ل
4

T  ف ا إذا كان
1

T. 
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 (1.71مثال )

),(كل ف ا   منفصل  DX   هو ف ا– 
4

T. 

 ( 1.71) نأ ية

 – كل ف ا 
4

T   هو ف ا– 
3

T. 

 الل هان 

),( أننفتتت أ  X  هتتتو ف تتتا -
4

T .نفتتت أ أن XxوXF    م موعتتتة

- من ش ع كون الف ا . Fx لحي  أن مغلقة
1

T ، فإن }{x م موعة مغلقتة 

),(لكتتتتون الف تتتتا   و ،}{Fx و X  عاديتتتتاا فإنتتتته يو تتتتد م موعيتتتتان

HFGxx لحيتتت  يكتتتون ,HG مفيوحيتتتان وغيتتت  ميقتتتاععيين  و  }{,
),( عليه فإن X  ف ا ف ا  منيأا و من ثا يكون  هو -

3
T.■ 

يستتمى  -المثتتال اليتتال  لف تتا   .عكتتس هتتذه النأ يتتة لتتيس صتتحيحاا دائمتتا

الف تا   هتذا – (Niemytzki plane) أو ف تا  نيميزكت  (Moore)ف تا  متوو  

هتتو ف تتا 
3

T ولتتيس 
4

T. كمتتا إنتته يصتتلح أن يكتتون مثتتالاا لف تتا  منتتيأا و
2

T 

 ولكنه ليس عاديا.

 ( Niemytzki plane مسيوس نيميزك )( 1.71) مثال

 نف أ الم موعات اليالية:

 }0:),{()1( 2  yRyxX  

}0:),{()2( 2  yRyxX
u

  

}:)0,{()3( RxxT  
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نف أ أن 
u
 اليولولو    الاقليدس )الاعييادس(  على

u
X   المولد لالأق ا

 المفيوحة 

})()(:),{(),( 2

12

2

1222
  yyxxXyxxD

u
 

حي  أن 
u

Xyxx  ),(
11

على  *.نع ق اليولولو  0و

TXX
u
   لإ افة الم موعات الي  من النوDp }{    إلى اليولولو

u
 حي  أن ،Tp وD  ه  ق   مفيوح ف

u
X   و يمس المحوT  عند

م موعة مفيوحة لالنسلة  XGلف أ أن . ((1.1))انأ  الشكل pالنقعة 

Gxxx، ونف أ أن Xلليولولو   الاقليدس على   ),(
21

. فإذا كانت 

u
Xx.فإنه يو د  وا  مفيوح لهذه النقعة ، 

 

 (1.1شكل )

),(،فإنه يو د الق   المفيوح Txوإذا كانت 
2
xD  م كزه النقعة

)0,(
1

xx  لحي  أنGXxD ),(
2
  ولذا يمكن إي اد ق   مفيوح آخ .

)),,((
441

* xD  ولحي  أنu
XxD )),,((

441

* 

 ويمس محو  السينات 

 )كما ف  الشكل اليال ( 
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 (1.1شكل )

Txx ف  حالة  )0,(
1

}{)),,(()),,(( ن د أن 
421441
 xxDxDx  

),(إثلات أن الف ا  أولاا:  *X نخيا  النقعيين هاوسدو ق،  هو ف ا

),( المخيلفيين
21

aaa  و),(
21

bbb    فX ن:لحي  أ 

0)()(),( 2

22

2

11
 ababbad 

 ليكن 










0)),,((}{

0)),,((

2441

2221

),( 21 xifxDx

xifxxD
O

xx 



 

حالة ف  
u

Xba , : فإن 

  )),,(()),,((
221221

bbDaaDOO
ba 

و Tbحالة ف  
u

Xa :فإن ، 

  ))),,((}({)),,((
441221

bDbaaDOO
ba

  

uحالة ف  لالمثل 
Xb وTa أو أن ،Tba ,  ميد الحالات ن د . ف 

أن 
ba

OO أن  مما يعن),( *X .هو ف ا  هاوسدو ق 

),(ثلات أن إثانياا:  *X ا، نف أ أن منيأF   م موعة مغلقة ف),( *X 

Xbaaوأن   ),(
Fbaaلحي  أن  11  ),(

11
.  

أس أن  Taإذا كانت 
u

Xa،  نف أ أن),( TFad   فإنه يو د 
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 م موعيين مفيوحيين 

})),,((:),{(),,(
21212

  axxdXxxHaDG 

HFو  Gaلحي  أن  و HG . 

، فإنه aم موعة مفيوحة يحوس النقعة cFلما أن  .Taأما ف  حالة أن 

cFaDaلحي  أن 0يو د   )),0,(()}0,{(
11

: إذاا. 

(i)   VaD
c

)),,((
221
 ة يحوس مفيوحم موعةF 

(ii)   UaD )),,((
221
  م موعة مفيوحة يحوسa  

 .VUو اي اا 

 . ليس عادياا  أثلات أن هذا الف ا ثالثاا: 

)},0(:{نخيا  الم موعيين   QaaA  0(:{و,{( QRaaB  هايين. 

ميقاععيين و نفس الوقت لا نسيعيد اي اد وغي   الم موعيين مغلقيين 

 Aميقاععيين لحي  أن أحداهما يحوس الم موعة وغي   م موعيين مفيوحيين 

  .Bالثانية يحوس الم موعة و

 ( 1.71نأ ية )

),( اليولولو ىالف ا   X  لأس كان اا إذا وفقع إذا عادي ف ا ا يكون 

XF  م موعة مغلقة   ولكل م موعة مفيوحة G  لحي  أنGF  فإنه 

  لحي  أن : H يو د م موعة مفيوحة

.GHHF  

 لل هان ا

),( أولاا : نف أ أن X   وأن عادسف اF  م موعة مغلقة فX  وأنG  

 م موعة مغلقة وأنcG الم موعة .لحي  أن  م موعة مفيوحة  cGF 
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  ميقاععيينوغي   فإنه يو د م موعيان مفيوحيان  ،من ش ع كون الف ا  عادياا 

WH WGHFلحي  أن  , c  cWH فإن، WH  لما أن. ,  

 ومن ثا فإن : 

GWHF c  

  مغلقة فإن : cW ولما أن

GWHHF c  

 وهذا هو المعلوب أولاا.

و أن ثانيا : نف أ أن الش ع ميحقن
21

, FF  وغي   م موعيان مغلقيان 

cFF ميقاععيين، و من ثا يكون
21

 حي  أن cF
2

 م موعة مفيوحة.

  لحي  أن : H م موعة مفيوحةيحقن الش ع،  فإنه يو د  لمو بو 
cFHHF

21
 

HXG  لاخييا   فإن ،GH  م موعيان مفيوحيان يحققان ,

 GHGFHF ,,
21

 

),( وهذا هو إثلات أن. X   عادسف ا.■ 

 (1.71) نأ ية

 خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   عادياا  ه  خاصية يولولو ية.

 الل هان  

),( نف أ  أن الف ا  اليولولو   X هو ف ا  عادس ،  أن الدالة  

),(),(:  YXf  
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),( يولولو ية و المعلوب إثلات أن  الف ا   Y   عادياا.ف ا ا 

 نف أ أن
1

F و
2

F  ميقاععيين  ف  وغي   م موعيان  مغلقيانY   ،لما أن  

:),(),( الدالة  YXf  و مسيم ة فإن  يقالل)(,)(
2

1

1

1 FfFf   

),( و لما أن الف ا . X ف  ميقاععيينوغي   م موعيان مغلقيان   X  هو 

  لحي  يكون : ,HGيو د م موعيان مفيوحيان  هنإف،   عادس ف ا 

  HGHFfGFf ,)(,)(
2

1

1

1. 

:),(),( و لما أن الدالة   YXf  مفيوحة ، فإن )(,)( HfGf 
 مفيوحيان و يحققان أنم موعيان 

)(),(
21

HfFGfF  

 و حي  أن

  )()()()( fHGfHfGf 

),(اا إذ Y   عادس هو ف ا .■ 

  (1.1نيي ة )

 ه  خاصية يولولو ية. 4T-خاصية كون الف ا 

 ملاحأة:

),( كتون الف تا  اليولولتو  إثلات أن خاصية  ا سلن اسيععنامفي X  ف تا-

iT ،3,2,1,0 ي  أنحi،  ه  خاصية و اثية ، ولكن المثال 

 .4T-من ثا الف ا صحيحاا ف  حالة الف ا  العادس و اليال  يو ح أن هذا ليس
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 (1.71)مثال 

},,},{},,{},,{},,{{ نف أ أن cbacbbabX      مع ق علىيولولو 

},,,{ الم موعة  dcbaX   . وا ح أن  الف ا),( X  هو ف ا  عادس 

 ه Xذل  لأن عائلة الم موعات المغلقة ف  و 

}}{},,{},,{},,,{,,{ ddadcdcaXc   

),(  علييين غي  ميقاععيين ، و لذا فإنولا يو د أس م موعيين مغلقيين ف X  

},,{ ف ا  عادس لعدا و ود ما يمند ذل . و لف أ أن cbaA م موعة  
 وأن  زئية 

 }},{},,{},{,,{ cbbabA
A

  

),(وأن ، A نسل  على الم موعةيولولو   
A

A  ف ا   زئ  من ),( X . 

),( الف ا  من أنلال غا  X  ف ا ا عاديا، إلا أن الف ا  ال زئ ),(
A

A  

 ليس عادياا ، وذل  يي ح مما يل :
),( الف ا  ال زئ الم موعات المغلقة ف  

A
A  : ه 

}{},{},,{,, accaA 

},{}{ هما غي  ميقاععيينمغلقيان ويو د م موعيان  نلاحأ أنه ac،  و لا يمكن 

),(ميقتتاععيين فتت  الف تتا  ال زئتت  وغيتت   إي تتاد م موعيتتان مفيوحيتتان 
A

A  ،

 يحيوس الأخ ا على الم موعةو، a}{ لحي  يحيوس إحداهما الم موعة المغلقة

 حي  لا يو د سوا، c}{ المغلقة
A

ba },{ و
A

cb },{   أنلحي 
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},{}{ cbc ،},{}{ baa  
لكن و }{},{},{ bcbbaف ا ا  ذل  فإن خاصية كون الف ا  علىو

 عادياا ليست خاصية و اثية.

 (1.51)نأ ية 

 عادياا.ف ا ا   المغلن من ف ا  عادس يكون الف ا  ال زئ

 الل هان

),( نف أ أن
A

A  ف ا   زئ  مغلن من الف ا  العادس ),( X ،نف أو  

أن 
21

, BB  م موعيان مغلقيان لالنسلة لليولولو   النسل
A

 غي  و 

 ميقاععيين .فإنه يو د م موعيان
21

, FF  مغلقيان فX غي  ميقاععيينو  

  لحي  يكون

11
FAB  و

22
FAB  

فإن الم موعيان  ، X مغلقة ف  A  أن الم موعة لما
21

, BB مغلقيان 

),( لمو ب كون الف ا وغي  ميقاععيين ،و X ف  لالنسلة لليولولو   X

لحي   ,HG غي  ميقاععيينوعادياا، فإنه يو د م موعيان مفيوحيان 

  يكون
HBGB 

21
, 

من ثا فإن و  

HAHBGAHB 
2211

, 

 الف ا  ال زئ  يي ح لنا أنمن يع يق 
A

HH 
21

 أن و ,
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  AHGAHAGAHH )()()(
21

 

),( على ذل  فإنو
A

A  .ف ا  عادس■ 

 (:1.57نأ ية )

 كل ف ا  يولولو   قالل لليمي  هو ف ا  عادس.

 الل هان.

),( نف أ أن X   النسلة لدالة المسافة لف ا  قالل لليميd.  نف أ أن 

XBA ,لحي  أن م موعيين مغلقيينBA لكل نقعة . Aa  نخيا 

 
a
 لحي  أن BaB

ad
نخيا   Bbلكل نقعة  . لالمثل),(

b
  لحي 

أن   AbB
bd
),(. 

 لاخييا  

),(,),( 22
ab aBGbBH

dAadBb




 

HBGAأن م موعة مفيوحة و Hو  Gنلاحأ أن  كل من   ييلقى لنا  .,

، HG ذل  نف أ العكس أس أنلاثلات .  HGالآن اثلات أن 

HGpلذا يو د عنص   ف  هذه الحالة و 

),(),( 22
ab aBbBp

dd


 

),(هذا يقي   أن  2
aaBp

d


 و),(

2
bbBp

d


 2من ثا يكون و),( apad


  

),(2و bbpd


 ليعلين الخاصية المثلثية ن د أن . 

22),(),(),( babpdpadbad


 

فإذا كانت 
ba
  فإن ،

b
bad ),( من ثاو ),( 2

bbBa
d


 هذا ييعا أ و

مد الف أ ل ن   AbB
bd
لالمثل إذا كانت  . و),(

ab
  فإن ،
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a
bad ),( من ثا و),(

2
bbBb

d


 هذا ييعا أ مد الف أ ل ن و

 BaB
ad
 ■.HG. إذاا ),(

 Urysohn`s Lemma سون(ييو  يمهيدية  ) (1.55) نأ ية 

),(لف أ أن  X  أن وعادياا  ف ا اBA,  وغي م موعيين مغلقيين 

 ةميصل فإنه يو د دالة، X ف  ميقاععيين

]1,0[: Xf 

)(0لحي  يكون  Bf  1و)( Af. 

 الل هان

),(أن   نف أ X   وأن  عادسف اBA, لحي  أن م موعيين مغلقيين  

BA .لما أن BA فإنcBAو cBU1. 

يمكن إي اد م موعة مفيوحة  (1.71) لاسيخداا نأ ية
0

U  لحي  أن

100
UUUA  فيكون لدينا  .

0
UA  و

10
UU . 

 لالنسلة للم موعيين (1.71) لاسيخداا نأ ية
10

UU    يمكن إي اد م موعة

مفيوحة 
2
1U  لحي  أن

10
2
1

2
1 UUUU  .  فيكون لدينا

100
2
1

2
1 UUUUUA  . 

لالنسلة للم موعيين    (1.71) لاسيخداا نأ ية
2
10 UU   يمكن إي اد

م موعة مفيوحة 
3
1U  لحي  أن 

)1...(....................
2
1

3
1

3
10

UUUU . 
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لالنسلة للم موعيين   (1.71) لاسيخداا نأ ية
1

2
1 UU   مفيوحة يمكن إي اد

3
2U حي  أن ل 

)2...(....................
1

3
2

3
2

2
1 UUUU  

 : ن د أن )2(و  )1(من 

10
3
2

3
2

2
1

2
1

3
1

3
1 UUUUUUUUA  

 حة ف  م ات نحصل على م موعات مفيوحة مو ليك ا  العملية لعدد من ال

 (.1.1)الشكل 

 

 (1.1شكل )

  (dyadic rational number) ك ا  هذه العملية ، لكل عدد كس س ثناوس يل

nمععى ف  الصو ة 

mt
2

  3,2,1...,)حي  أنn  2,1,...,12و  nm ) 

م موعة مفيوحة يمكن اي اد 
t

U  لحي  أن 

121 2213
1

1
UUUUUUAtt

tttt
 

:]1,0[الآن نع ق الدالة  Xf : كاليال 










}:sup{

0
)(

t

t

Uxt

Uxif
xf 
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 وأن  ]1,0[يقد ف  الفي ة المغلقة  xf)(يي ح من هذا اليع يق أن 

0)( Af  1و)( Bf. 

:]1,0[أن الدالة  لإكمال الل هان ييلقى اثلات Xf  الي  ميصلة. كل الفي ات 

]0,(ف  الصو ة  a  1[أو,(a ،10 حي  أن  a ، لالنسلة يشكل أساس  زئ 

1),1[ لذا يكف  اثلات أن كل من.  ]1,0[للف ا   af  1]0,(و af   م موعات

axfمن السهل اثلات أن  مفيوحة. )( إذا و فقع إذا كانتx  للعأ ينيم 
t

U  

at لكل  و من هذا ن د أن 

 
t

at
Uaxfxaf



  })(:{)),0([1 

axfلالمثل  و الي  ه  م موعة مفيوحة. )( إذا و فقع إذا كانتx  يقد

atللعأ  tU خا ج  أن ثا ن د من و 
c

t
at
Uaxfxaf )(})(:{])1,((1



  

 ■.الي  ه  م موعة مفيوحةو

 (1.55نأ ية )

),(لف أ أن  X  وأن عادياا  ف ا اBA,  وغي م موعيين مغلقيين 

  ةميصل فإنه يو د دالة، X ف  ميقاععيين

],[: baXf  

bBf لحي  يكون : )(  وaAf )(. 

 الل هان

baإذا كانت   سنحياج فقع ليع يق دالة لالصيغة ،axf )( لكلXx و

baالدالة ميصلة. سوق نفي أ أن  هذه  لف أ أن . 
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]1,0[: Xg 

agabf، فإن الدالة يو يسون  يمهيدية  لنفس ش وع   يحقن )(

 ■الخوا  المعلولة ف  هذه النأ ية.

كون يوريسون ي تمهيدية  وف نبرهن أن عكس في النظرية التالية س

 صحيحا  

 (1.54نأ ية )

),(لف أ أن  X   وغي م موعيين مغلقيين  لكل  يولولو   لحي  أنهف ا  

  ةميصل فإنه يو د دالة، X ف ,BA  ميقاععيين

]1,0[: Xf 

)(1 لحي  يكون  Bf  0و)( Af . فإن الف ا ),( X .ف ا  عادس 

 الل هان

  لحي  أن X ف  ميقاععيين وغي  م موعيين مغلقيين,BAنف أ أن 

}1{)( Bf  0{و{)( Af . 

 : الم موعيين 

}0:]1,0[{ 2
1 xxG 

}1:]1,0[{ 2
1  xxH 

:]1,0[ لما أن الدالة.  يينعميقاعغي   ]1,0[ مفيوحيين ف  Xf ميصلة ،

فإن  )(),( 11 HfGf مفيوحيين وو  )()( 11 HfGf  و اي ا 

)(1 GfA  
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)(1 HfB  

),(إذاا  X.ف ا  عادس■ 

الهامة ف  يي يب على يمهيدية يو يسون نأ ية من النأ يات 

اليولولو   الي  يخل نا عن الأ وق الي  يسمح ليوسيد دالة حقيقية ميصلة 

 .مع فة على ف ا   زئ  ليكون دالة ميصلة ومع فة على الف ا  الكل 

 (Tietze extension theoremيييز  )نأ ية  (1.51نأ ية )

),(لف أ أن  X   عادس ف ا،A   م موعة  زئية مغلقة فX:    

(i)       لكل دالة ميصلة],[: baAf  منAإلى الفي ة المغلقة],[ ba منR ،

:],[يو د دالة ميصلة و موسعة  baXg  . 

(ii)   لكل دالة ميصلةRAf :  يو د دالة ميصلة و موسعة،RXg :                                                                                                  

 الل هان

ba. إذا كانت i)(سوق نكيف  لل هان الفق ة   فإنه من يعلين يمهيدية

baيو يسون ييحقن النأ ية. لذل  سنف أ أن    و أن],[ ba  ه  أصغ

)(],[في ة مغلقة لحي  أن   baAf ( يسمح لنا 5..1. اسلوب ل هان نأ ية )

ليع يق الدالة .سوق نلدأ 1bو 1aأن  لاخييا  الف أ
0

f  ليكون ه

:]1,1[. أس أن fالدالة
0

Af: نع ق الم موعيين ال زئييين . 

AxfxA  })(:{
3
1

00 

AxfxB  })(:{
3
1

00 

الم موعيان 
00

, AB  مغلقيان فA خالييين . و هما وغي   وغي  ميقاععيين

( على الم موعيين 5..1)مغلقة. ليعلين نأ ية Aلأن Xأي اا مغلقيان ف  

ين يقالمغل
00

, AB فيمكن إي اد دالة ميصلة],[:
3
1

3
1

0
Xg أن  لحي 
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3
1

00
)( Ag ، 

3
1

00
)( Bg.  

من السهل ملاحأة أن 
3
2

00
)()(  agaf  لكلAa . فإذا كانت 

AxfxA  )}()(:{
3
2

3
1

11
 

AxfxB  )}()(:{
3
2

3
1

11
 

( على الم موعيين المغلقيين 5..1ليعلين نأ ية )
11

, AB فيمكن إي اد دالة 

:]),()[(ميصلة 
3
2

3
1

3
2

3
1

1
Xg لحي  أن

9
2

11
)( Agو

9
2

11
)( Bg . 

نع ق الدالة    ا ات ليعلين نفس الإ
2

f وعة المغلقة معلى المA لالصيغة 

],[:)(
9
4

9
4

100112
 Aggfgff 

2و من ثا نلاحأ أن

3
2

2
)()( af . 

 ميصلةال الومييالية من الد  ا ات السالقة، نحصل على نفس الإ ليك ا 

  ])(,)([:
3
2

3
2 nn

n
Af  

nأن  لحي  

n
af )()(

3
2  لكلAa.  ومن ثا يمكن اي اد مييالية من الدوال

 الميصلة 

]))((,))(([:
3
2

3
1

3
2

3
1 nn

n
Xg  

nلحي   أن 

n
xg ))(()(

3
2

3
1  لكلXx مد الاعيلا   ل ن ،

)...(
1100 


nn

gggff . 

 الآن نع ق 

)()(
1

xgxg
n

n




 لكلXx . 

)()(يمكن للقا ئ ملاحأة أن الميسلسلة اللانهائية 
1

xgxg
n

n




   أنها يقا لية

وذل  لاسيخداا أخيلا  المقا نة ) ي كد من ذل ؟( مد الميسلسلة الهندسية 
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






1

1

3
2

3
1 )(

n

n الي  ييقا ب من  الواحد الصحيح. لذا نسيعيد القول ل ن و

)()(
1

xgxg
n

n




   ييقا ب لانيأاا فX   إلى دالة حقيقية محدودة*f لحي  أن 

1)(* xf نه لما أن أ. يمكن يلخي  هذا الل هان لملاحأةn

n
xf )()(

3
2 

)()(و
1

xgxg
n

n




   ييقا ب لانيأاا فA   إلىff 
0

ffو من ثا فإن *  ف 

A وg  يوسيد ميصل للدالةf  على الف ا  الكلX.■ 

 :ملاحأة

 هذه النأ ية قد يكون أحيانا غي  صحيحة لو يا اليغا   عن ش ع كون 

 مغلقة. هذا الأم  يي ح من المثال اليال : Aالم موعة 

  (1.51)مثال 

:]1,0[ و 1,0(A[، X]1,0[لف أ أن  Af  دالة علىA  مع فة

)()sin(لالصيغة  1
x

xf    1,0[. وا ح أن الف ا[X   عادس و أنA ليست

  .Xعلى كل دالة ميصلة ك fمغلقة و من ثا لا يمكن يمديد الدالة 

 (1.5) يما ين

},,,,{ لف أ أن (1 edcbaX    كون يولولو على X :لحي  يكون 

 ),( X . ف ا  منيأا 

 ),( X 1 ف ا  منيأا و ليسT. 

 ),( X .ف ا  عادس 

 ),( X 1 ف ا  عادس و ليسT. 
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},,,{أن  لف أ (2 dcbaX  .  كون يولولو على X :لحي  يكون 

 }{},{ ba و يكون الف ا),( X منيأماا  هو ف ا . 

 },{},,{ dcba و يكون الف ا),( X عاديا هو ف ا. 

  د مثال لف ا  يكون منيأا و ليس هاوسدو ق. (5

 كل ف ا  مي س هو ف ا  عادس.ل هن أن  (4

],(لتالفي ات Rاليولولو   المولد علتى  لف أ أن (1 ba حيت  أنRba ,

),(.لين أن  R .ف ا  عادس 

لين أس ف ا  (5
1

T . منيه هو ف ا  ميقعد 

),(ل هن أن الف ا  المي س   (1 2 dR  منيأا، حي  أن 

2

11

2

22
)()(),( bababad  

),(,),(لكل 
2121

bbbaaa   2فR. 

),(اثلت أن الف ا  اليولولو    (1 X  يكتون ف تا ا عاديتاا إذا و فقتع إذا كتان

XBAلحي   ,BAلكل يو د م موعيان مغلقيان  هنفإ
21

,FF   فت

X لحي  أنBFAF 
21

XFFلحي  أن  , 
21

. 

يو يستتون قتتد يكتتون غيتت  صتتحيحة لتتو  يتتة تتد متتثلاا يو تتح فيتته أن يمهيد (1

XBAيغا ينا عن ش ع كون الم موعيين   , .مغلقيين؟  

 

      Completely regular spaces المنيأمة يماماا الف ا ات  (1.5)

هتتذا الف تتا  كتتان متتن العليعتت  أن يكتتون مو تتد د استتيه لعتتد الف تتا  

يتا ا ا ته فت  هتذا المو تد ليستهل المنأا ولكن للاسيفادة من يمهيدية يو ستون 

 على القا ئ يخيل هذا الف ا  .
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 (5.9) يع يق

),( يُقال للف ا  اليولولو ى X  مغلقة م موعة لكل إذا كانمنيأا يماماا إنه 
XF  نقعة  ولكلXx لحي  يكون  Fx  ةدالة ميصلفإنه يو د 

]1,0[: Xf 0 لحي  يكون)( xf  1و)( Ff. 

 (5.10يع يق )

),( يقال للف ا  اليولولو   X ونوق كأنه ف ا  يي(Tychonoff Space)  

ف ا أو 
2

1
3

T ، إذا كان ف ا1T  و منيأا يماماا. 

 (1.55نأ ية )

 .هو ف ا  منيأا المنيأا يماماا الف ا  

 الل هان

),( لف أ ان X  ، وأن ف ا  ياا الانيأااXF  م موعة مغلقة لا 

),( لما أن الف ا . Xx حي  xيحيوس النقعة  X   فإنه منيأا يماماا ، 

:]1,0[ يو تتد دالتتة مستتيم ة Xf ،0 لحيتت  يكتتون)( xf1 و)( Ff .

 إذاا  .2Tهتتتو ف تتتا   ]1,0[ أس أن، 2T هتتتو ف تتتا Rو  ]R]1,0 ولكتتن

]0,,(),1[ميقتتاععيين  وغيتت يو تتد م موعيتتان مفيوحيتتان  2
1

2
1  HG .ن تتد أن 

HG  :]1,0[ لمتتتتتتتتتتتا أن الدالتتتتتتتتتتتة.1,0 Xf مستتتتتتتتتتتيم ة ، فتتتتتتتتتتتإن

)(,)( 11 HfGf  اي تتتتتاو ميقتتتتتاععيين  وغيتتتتت وعيتتتتتان مفيوحيتتتتتان م م

)(,)( 11 HfFGfx   ،و لذل  يكون),( X .ف ا ا منيأماا  
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 (1.51نأ ية )

 منيأا يماماا.عادس هو ف ا  كل ف ا  منيأا و

 الل هان

),( لف أ ان X  ، وأن ف ا ا منيأماا و عاديااXF   م موعة مغلقة لا 

),( لما أن الف ا . Xx حي  x وس النقعةيح X  منيأا ، فإنه يو د  

 لحي  يكون  ,HG م موعيان مفيوحيان 

 HGHFGx ,, 

cHEنعيل     يحقن م موعة مغلقة EF .لمو ب كون  

),( الف ا  X 1,0[ ف ا ا  عادياا ، فإنه يو د دالة مسيم ة[: Xf ، 

)(0,)(1 لحي  يكون  FfEf.(0,)(1 أس أن(  Ffxf

)(,)( 11 HfFGfx   ،و لذل  يكون  ),( X ياا الانيأاا. ■ 

 .منيأا يماماا (  Niemytzki plane مسيوس نيميزك )( 1.57) مثال

 الحل

),(نعيل  الف ا   *X ( 1.71كما و د ف  مثال. ) 

),(ثلات أن الف ا  لإ *X  الم موعة المغلقة  ، نخيا  منيأا يماماا هو ف اA

Abbbوالنقعة  ),(
u. إذا كانت  21

Xb  فإنه يو د  وا ،G  للنقعةb 

AXGلحي  أن   ال وا .G  مفيوح لالنسلة لكل من اليولولو   الاقليدس و

)(لذا فإن  *اليولولو    GX  مغلقة لالنسلة لليولولو   الاقليدس و لما أن

:]1,0[اليولولو   الاقليدس منيأا يماماا، فإنه يو د دالة منصلة  
u

Xf  لحي



 مسلمات الانفصال  – خامسالفصل ال

717 

 

 

)(1أن  GXf 0و)( bf    وهذه الدالة ميصلة أي ا لالنسلة لليولولو* 

 ويحقن نفس الش وع السالقة.

),0(. أس أن Tbف  حالة أن 
1

bb  فإنه يو د ق   مفيوحD يمس الخعT

لحي  أن  bعند النقعة  AD   دعنا نفي أ أن نصق قع  هذا الق .

0 1,0[. نع ق الدالة[: Xfيحت الش وع: 

1)( xf  إذا كانت}{bDx  0و)( bfعند النقعة وDyx ),( نع ق 

الدالة لالصيغة 
y

ybx
yxf 2

))(( 22
1),(


 الدالة .f 1])0,((ميصلة لأن f  ه 

Dbالم موعة المفيوحة  }{حي  أنD  هو الق   المفيوح الذس نصق

لأن  وذل  bعند النقعة Tو يمس قع ه 

})()(:),{()),0([ 2222

1

1   ybxyxf1)),1([أي اا . و f  ه

DXالم موعة المفيوحة   1,0[. إذاا الدالة[: Xf ميصلة و يحقن أن

1)( Af0و)( bf ما يعن  أن),( *X   منيأا يماماا هو ف ا. 

 (1.51نأ ية )

 ه  خاصية و اثية.منيأا يماماا خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   

  هانلال

 )يي   للعالب كيم ين(

 (1.1نيي ة )

-خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   ف ا 
2

1
3

T .ه  خاصية و اثية 

 (1.51نأ ية )

 خاصية يولولو ية.ه  منيأا يماماا  خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   
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  هان لال

YXg نف أ أن : دالة يولولو ية من الف ا  ياا الانيأاا ),( X  الى 

),(الف ا  اليولولو    Y ،و المعلوب اثلات أن ),( Y  منيأا  هو ف ا

 يماماا .

y
. 

g 
x
. 

F  )(1 Fg  

),( Y  ),( X 

 (1.71شكل )

YFلاثلات ذل  نف أ أن    وأن م موعة مغلقةFy حي  أن Yy

1)( اا إذ. Fg   م موعة مغلقة فX 1)( وسو لا يح ygx . 

),(أن الف ا  لما X  1,0[ة ، فإنه يو د دالة ميصلمنيأا يماماا[: Xh ، 

)())((0 لحي  يكون 1   yghxh  1و))(( 1  Fgh .لما أن الدالة  

YXg : 

XYgدالة يولولو ية ، فإن    دالة اليحصيل ة و من ثا فإن دالة ميصل 1:

]1,0[:1   Yghf  ة و يحقن الآي :ميصل 

0))(()()( 11   yghyghyf   

1))(()()( 11   FghFghFf  

),(إذاا  Y   منيأا يماماا ف ا. 
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 (1.1نيي ة )

-خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   ف ا 
2

1
3

T ه  خاصية يولولو ية 

 (1.51نأ ية )

- فتت  الف تتا 


2

1
3

T،إذا كتتان Xyx ,  لحيتت yx ، فإنتته يو تتد دائمتتاا دالتتة 

RXf حقيقية :لحي  يكون )()( yfxf  

 الل هان

),( لمو ب أن الف ا  X هو ف ا


2

1
3

T ، هو ف ا  إذاا1T ،و عليه فإن  

}{yوس النقعتتتةم موعتتتة مغلقتتتة لا يحتتت x ( أنأس }{yx)  و لمو تتتب كتتتون

),( الف ا  X  فإنه يو د دالتة مستيم ة منيأا يماماا ،RXf  ]1,0[:

)(0,)(})({1 يكون لحي   yfyfxfعليه و 

)()( فإن yfxf .■ 

 ,1T  العلاقة لين كتل الف تا اتنخيا هذا الفصل ليو يح 
3

T , 
2

T  , 
4

T 

  :  ن ملاحأيها من خلال المخعع الياليمك

 ةاليولولو ي اتالف ا                                        
اتالف ا 

0
T 

 1T -اتالف ا 
 2T- اتالف ا 
 3T -اتالف ا 

اتف ا ال
2
13

T 

اتف ا ال
4

T 

 ةالمي ي اتالف ا 
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 (1.5) يمـا يـن

},,},{},{{ لتتتتتيكن -1 cbaX     مع فتتتتتة علتتتتتى الم موعتتتتتة يولولتتتتتو

},,{ cbaX .الف ا  هلف ),( X  أا عادس؟. منيأا 

)فك ة الحتل: عت ق يولولتو    عادياا. و ليس  لف ا  منيأا أعع مثالاا  -5

لحيت  يكتون عاديتاا و منيأمتاا معتا، ثتا اخيت  Xعلى م موعة  غيت  خاليتة 

عت ق عليهتا يولولتو   نستل  وAم موعة  زئيتة 
A

 فحينهتا يكتون ،

),(الف ا  ال زئ  
A

A .)ف ا ا منيأماا و ليس عاديا 

 .4Tيكون ف ا  3Tأعع مثالاا يو ح أنه ليس كل ف ا  -3

 ياا. عاديكون  عادسا  ال زئى المغلن من الف ا  الل هن أن الف  -4

 ةن ال تت و س أن يكتتون الصتتو ة الميصتتلأعتتع مثتتالاا يو تتح أنتته لتتيس متت -5
 .2Tف ا  ه   2Tللف ا 

 ل هن أن خاصية كون الف ا  ياا الانيأاا ه  خاصية و اثية. -5

 

      The Countability Axiomsمسلمات العد  (1.1)

 (5.11) يع يق

),(إذا كتتان   X   فتت ن عائلتتة الم موعتتات المفيوحتتة  ف تتا  يولولتتو
x

   اليتت

G إذا كان لكل م موعة مفيوحتةx يسمى اساس مو ع  عند xيحوس النقعة 

عنص يو د  xس يحو
x

B ف 
x

  لحي  يكونGBx
x
. 

 (5.22) مثال

},,},{},,{},,{{نف أ أن  cbabaaX   يولولو   مع ق على الم موعة 
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},,,{ dcbaX  فإن ، 

}},,{},,{},{{ cbabaa
a
 

}},{{ ba
b
 

}},,{{ cba
c
 

 (5.12يع يق )

),(يقال للف ا  اليولولو    X  أنه يحقن مسلمة العد الأولى إذا كان لكل نقعة 

x   فX .يو د اساس مو ع  قالل للعد 

 (1.55مثال )

),)((الف ا  اليولولو   القوس   XPX  يحقن مسلمة العد الأولى و ذل  لأنه 

 ينيم  لأس اساس على و  مفيوحة x}{فإن الم موعة Xف   xلكل نقعة  

  .x}{ وا ال يحوس xولهذا فإن أس  وا  للنقعة  XP)(اليولولو   

 (1.54مثال )

يحقتن مستلمة العتد الأولتى و ذلت  لأن عائلتة الفيتت ات   Rالف تا  المعيتاد علتى  

(:{المفيوحة 
1

,
1

{( Nn
n

x
n

xn

x
 لكتل  يمثل اساس مو ع  قالل للعتد

 .Rف   xنقعة 

 ملاحأة: 

عائلتة الكت ات  و   قالتل لليميت  يحقتن مستلمة العتد الأولتى لأنف تا  يولولتكل 

Nnnd
xB


)),(( لذا ستوق  .xعند النقعة  قالل للعديمثل أساس  xالي  م كزها  1

  ذك ت نأ ياتها مد ل اهين نلنأ يات اليالية لدون ل هان ليعالن  ل اهينقدا ا

 ف  الفصل الثال .
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 (1.51نأ ية )

),(ليكن   X النقعة و   يحقن مسلمة العد الأولى، فإن ف ا  يولولx   ينيم 

 من نقاع لية إذا و دت ميياإذا و فقع  XAللم موعة   Aإلى الانغلان 

 .xييقا ب إلى النقعة  Aالم موعة 

 الل هان

 ■.(5.55)أنأ  ل هان نأ ية  

 (1.57نأ ية )

),(ليكن   X  الدالة  يحقن مسلمة العد الأولى، فإن  اا يولولو ي ف ا ا 

),(),(:  YXf  

Xxة يتتليتتة يقا للكتتل مييا يكتتون ميصتتلة إذا و فقتتع إذا كتتان 
n
 ييقتتا ب متتن و

)(لية فإن المييا xالنقعة 
n

xf  ييقا ب من النقعة)(xf . 

 الل هان

 ■(.4.1)أنأ  ل هان نأ ية  

 (1.55نأ ية )

),(ف ا  يولولو  كل ف ا   زئ  من  X    يحقن مسلمة العد الأولى، فإنه 

 يحقن مسلمة العد الأولى. 

 الل هان

),(نفتت أ أن   X و   يحقتتن مستتلمة العتتد الأولتتى و نفتت أ أن لتتف تتا  يولو

),(
A

A   ف ا   زئ  منه. ليكنAa ، يكون عندئذ Xa و حي  أن  

),( X  يحقن مسلمة العد الأولى فإنه يو د عندa  قاعدة محلية قاللة للعد 
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Nnna
B


 }{  و عندئتذ يكتون}:{* NnAB

na
 استاس مو تع  قالتل 

للعتتتد لالنستتتلة لليولولتتتو   النستتتل   
A

 عنتتتد النقعتتتة a .أس أن ),(
A

A   يحقتتتن

 ■مسلمة العد الأولى.

 (5.13) يع يق

),(يقال للف ا  اليولولو    X  أنه يحقن مسلمة العد الثانية إذا كان 

 أساس قالل للعد. لليولولو   

 (1.51مثال )

),(لف ا  الاقليدس ا uR   الفي اتعائلة يحقن مسلمة العد الثانية، حي  أن: 

},:),{( Qbaba  

 . uالمعياد لليولولو    يشكل أساس قالل للعد

ة فهتتو يحقتتن مستتلمة العتتد  تتح أن كتتل ف تتا  يحقتتن مستتلمة العتتد الثانيتتيي

 لكن العكس ليس صحيح دائماا كما يي ح من المثال اليال :و الأولى 

 (1.55مثال )

),)((لف ا  الميقعد ا XPX  على م موعة غي  قاللة للعد لا يحقن مسلمة العد 

الثانية،  لكنه يحقتن مستلمة العتد الأولتى لأن الم موعتات أحاديتة العنصت  يشتكل 

  Xpلكتل  p}{غي  قاللة للعتد فتإن العائلتة X عالما أن. Xأساساا عند نقاع 

),)((عليه فإن  الف ا  غي  قاللة للعد و XPX  لا يحقن مسلمة العد الثانية لينما

 يحقن مسلمة العد الأولى.

 (1.55نأ ية )

),(ف ا  يولولو  كل ف ا   زئ  من  X    يحقن مسلمة العد الثانية، فإنه 

 يحقن مسلمة العد الثانية. 
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 الل هان

),(نفتت أ أن   X  ف تتا  يولولتتو   يحقتتن مستتلمة العتتد الثانيتتة و نفتت أ أن

),(
A

A  .نفتت أ أن  ف تتا   زئتت  منتته}:{ NnB
n

 أستتاس قالتتل للعتتد 

}:{ العائلتتتتتة .لليولولتتتتتو    NnBA
nA

 هتتتتت  أستتتتتاس قالتتتتتل للعتتتتتد 

لليولولو   
A

  و عليه فإن),(
A

A  . يحقن مسلمة العد الثانية■ 

 (5.14يع يق )

),(يقتتال للف تتا  اليولولتتو    X نفصتتال أنتته قالتتل للا(separable)  إذا و تتدت

 و قاللة للعد. Xم موعة كثيفة ف  

 (1.51مثال )

نفصال لينما الف ا  الميقعد قالل للايكون قالل للعد ميقعد كل ف ا  يولولو   

 نفصال.غي  قالل للايكون غي  القالل للعد وال

 (1.54نأ ية )

 نفصال.الثانية هو قالل للا ن مسلمة العدكل ف ا  يحق

 الل هان

),(نف أ أن   X  أس أن له أساس ف ا  يولولو   يحقن مسلمة العد الثانية 

}:{قالل للعد  و ليكن  NnB
n

 ،لكلNn  نخيا
nn

Ba   و نكون 

 على النحو اليال : Aالم موعة 

}:{ NnaA
n

 

  cApم موعة قاللة للعد ، و من ناحية أخ ا ن د أن أس نقعة Aوا ح أن 
 يحوس  G، حي  أن أس م موعة مفيوحة  Aنقعة نهاية للم موعة  ه 
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 ، حي   Apلأن  pغي  النقعة  Aسوق يحيوس على نقعة من  pالنقعة 

يو تتد عنصتت  متتن الأستتاس و لتتيكن 
0n

B لحيتت  يكتتون GBp
n


0
و لكتتن 

00 nn
BAa   لمو تتب يكتتتوينA عندئتتتذ يكتتتون ،XAAA   A، إذاا '

),(و قاللتتتة للعتتتد و متتتن ثتتتا يكتتتون الف تتتا   Xم موعتتتة كثيفتتتة فتتت   X  قالتتتل

 ■نفصال.للا

 مما سلن نسيعيد  سا الشكل اليو يح  اليال :

 

 قاللة للانفصالف ا ات  الف ا ات اليولولو ية

يحقن مسلمة ف ا ات  

 العد الأولى

يحقن مسلمة ف ا ات  

 العد الثانية

 

 (1.4) ـا يـنيم

لين أن كل ف ا  يولولو   يحقن مسلمة العد الثانية يحقتن مستلمة العتد   (7)

 والعكس ليس صحيحاا دائماا؟الأولى 

مستتتلمة العتتتد الأولتتتى هتتت  خاصتتتية الف تتتا  ل اصتتتية يحقيتتتن خلتت هن أن  (5)

 .و اثية

لتت هن أن خاصتتية يحقيتتن  الف تتا  لمستتلمة العتتد الأولتتى هتت  خاصتتية    (5)

 يولولو ية.

لتت هن أن خاصتتية يحقيتتن  الف تتا  لمستتلمة العتتد الثانيتتة هتت  خاصتتية   (4)

 و اثية.
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لتت هن أن خاصتتية يحقيتتن  الف تتا  لمستتلمة العتتد الثانيتتة هتت  خاصتتية    (1)

 يولولو ية.

قالتل للانفصتال يحقتن مستلمة العتد الأولتى  ولا يحقتن اعع مثال لف ا    (5)

 ؟ مسلمة العد الثانية

 ؟نفصال ه  خاصية يولولو ية.ل هن أن قاللية الا  (1)

 (؟1.51ل هن نأ ية )  (1)

 (؟.1.57ل هن نأ ية )  (1)

لتتت هن أن أس ف تتتا  يحقتتتن مستتتلمة العتتتد الثانيتتتة يكتتتون قالتتتل   (71)

 للانفصال؟

العتد الأولتى و لا  اعع مثال لف ا  قالل للانفصال يحقن مستلمة  (77)

 يحقن مسلمة العد الثانية؟

لين أن ف ا  المكملات المنيهية علتى م موعتة الأعتداد الحقيقيتة  (75)

 لا يحقن مسلمة العد الأولى.


