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 الفصل الثاني
 

 

 الفضاءات المترية
Metric Spaces 

 

 مقدمة

د راً ببارااً ىبى  continuous functionsيلعب  مفوب ا البد ال المتصبلة    

تعرضبنا لمفوب ا  يفى بدايبة دراتبتنا للتيليبل اليقيقبىر ع الرياضيات المختلفة. ى

RAfأن الدالة  ييث عرىناالدالة المتصلة  : ييبث أن RA تكب ن متصبلة ،

Axعند النقطة  
0

 :ىإن Axه بييث أن 0ي جد 0إذا كان لكل   

.)()(
00

  xfxfxx  

النقباط  جميب ة عنبد كانبت متصبل إذاAعلبى  متصبلة  كب نالدالبة ت يقال أن هذه  

Ax . 

 ىفى هذه اليالة ىإن القيمة المطلقة 
0

xx  ين إلا متاىة بين عدد يما ه 

 ىي  يقيقيين أ  مركبين  من ثا ىإن الاتصال يتيقق متى نقلت نقاط متقاربة 

.  لتعميا مفو ا  للدالة ل المقابلىي المجا إلى نقاط متقاربة أخرىمجال الدالة ، 

“-”  الشوير لاتصال الد ال إلى تعريف آخر يصف تل ك الدالة بالنتبة إلى

مجم عات جائية تتمى ج رات للنقاط أ  بالنتبة إلى مجم عات مفت ية 

(open sets) يالة المتاىة  من ثا الفضاء المترت ف نق ا بإدخال مفو ا د. 
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ى أن الفضل ىي تعريف الفضاء المتري يع د لعالا لابد من الاشارة هنا إل 

لأهمية الفضاء المتري ىقد    نظراً  ا.6091اا ياضيات الفرنتي ىرشية عالر

 ، البايثين منذ أن تا تعريفه يتى ي منا هذابإهتماا العديد من العلماء  ظي ي

ص ر  ظورتتطبيقاته المختلفة  الفضاء المتري بي ث العلماء على   من خلال

الفضاء  شبه المتري  :جديدة مثل المترية الفضاءات مختلفة من اليدة  عد

(quasi-metric space) ، الفضاء المتري الجائي (partial metric space)   الذي

الفضاء المتري المخر طي ،تا تعريفه من قبل بايثي عل ا اليات  النظرية 

(cone metric space)   . الضبابية( تا شة ش م  ظو ر نظرية المجم عات الم(

...  هناك العديد من  (fuzzy metric space) الفضاء المتري المش شتعريف 

الأخرى التي تذخر بوا الد ريات   المراج  العلمية المترية  الفضاءاتأن اع 

   التي لا يتت  المقاا لذكرها. اليديثة 

الفضبباء المتببري مبب    دراتببة ىببي هببذا الفصببل، تبب ف نتعببر  لتعريببف 

  الببد ال المتصببلة المجم عببات المقلقببة  المجم عببات المفت يببة كببل مببن يببف تعر

مفوب ا مثبل قبد تكب ن جديبدة عليبه مفاهيا   اتتيعا  ىوا من  ن الدارسكيتى يتم

جبب ار النقطببة    المجم عببة المقلقببة     المجم عببة المفت يببة الكببرة المفت يببة 

لمتببري ىببي ظببل هببذه المفبباهيا تبب ف ندرتببوا ضببمن الفضبباء ا. الببد ال المتصببلة 

 ج د دالة المتاىة التي تلع  د راً موما ىي تعريف هذه المفاهيا   من ثا تصبح 

 .من هذا الكتا  الفص ل التالية تعر  لوا ىيهذه المفاهيا معر ىة لنا عندما ن

 

 Metric Space  يفضاء المترال( 1.6)

ت ف نقبدا تعريبف  دالبة المتباىة   شبر طوا  الفضباء المتبري  ىيما يلي

 لعدد من الفضاءات المترية. الت ضييية من الأمثلة  بالإضاىة لبع 
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 (1.6تعريف )

d:مجم عة غير خالية    أن Xبفر  أن   X X R   دالة يقيقية من 

X×X  الى مجم عة الأعداد اليقيقيبةR  ل   تيقبق لكبXzyx ,,   الشبر ط

 التالية:

).,(),(),()(

);,(),()(

;0),()(

;0),()(

4

3

2

1

zydyxdzxdM

xydyxdM

yxyxdM

yxdM









 

)(الشرط  
4

M (كما ىي الشكل التالي)  يتمى بمتباينة المثلث.  

 

 (1.2شكل )

)تتمى   (distance function)دالة متاىة  تتمى d الدالة , )d x y  

),(. الثنائى المرت   x y المتاىة بين dX  .ًيتمى ىضاءً متريا 

 (  1.6مثال )

RRRdالدالة  :  المعرىة بالصيقة  yxyxd ),( على مجم عة،

Rzyxلكل   ذلك لأنه هي دالة متاىة ،الأعداد اليقيقية ، ,,  :نجد أن 

;0),()( 1 yxdM 

;0),()(
2

yxyxyxdM  



 ااقدمة ىي الت ب ل جي العم

53 

 

);,()(),()( 3 xydxyxyyxyxdM  

)()(),()( 4 zyyxzyyxzxzxdM  

).,(),( zydyxdxyyx  

 .أ  الاقليديةالمتاىة العادية  اليالة دالة  هىي هذ dتتمى

 (1.1ثال )م

RRRdالدالة      المعرىة بالص رة: :22

2

21

2

21
)()(),( yyxxbad   

2ييث أن

1 1( , )a x y R    2

2 2( , )b x y R ،  هي دالة متاىة    ذلك لأنه لكل

2, ,a b c R :نجد أن 

1

2 2

1 2 1 2
)( 0) + )M d(a,b) = (x - x (y - y   .

.

0)()(),()(

2121

2

21

2

212

bayyandxx

yyxxbadM




 

3

2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 2 1
)(

( , )

) + ) ) + )M d(a,b) = (x - x (y - y (x - x (y - y

d b a




 

4)( ( , )M d a c d(a,b) d(b,c)   

أ  ييث نعلا أنه ىى الوندتة المتت ية يك ن ط ل أي ضل  ىي مثلث أقل من 

دالة المتاىة   dتتمى  ىي هذه اليالة  مجم ع ط لي الضلعين الآخرين.يتا ي 

 الاقليدية ىي المتت ى.

 (  ..1مثال )

 لة متاىة  ىي الفضاء  لى داإ يي المتت يمكن تعميا دالة المتاىة  الاقليدية ى

RRRdالدالةفر  أن ب ،   ذلك nالبعد  يالاقليدي ذ nn : بالصيقة معرىة: 
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n

i

ii yxyxd
1

2)(),(  

1ييببببث أن   2 1 2( , ,..., ) , ( , ,..., )n ny y y y x x x x .   مببببن التببببول إثبببببات  أن

RRRdالدالبببة  nn :  اً لدالبببة المتببباىة ىبببي دالبببة متببباىة باعتبارهبببا تعميمبببهبببي

 المتت ى.

 (  ..1مثال )

RRRd الدالة اليقيقية     المعرىة كما يلي: :22

2211
),( yxyxyxd   

)الا ج المرت    هي دالة متاىة , )X d ييث أن،ىضاء متري. 

2

2121
),(,),( Ryyyxxx . 

 اليل

2لكل   

2121
),(,),( Ryyyxxx   :نجد أن 

0بما أن  ا لاً:
11
 yx  0

22
 yx  ىإن 

0),(
2211
 yxyxyxd 

 . أي أنإذاً يك ن الشرط الأ ل متيقق 

1)( 0M d(x, y)  . 

 ثانياً:

00),(
2211
 yxyxyxd 

2211
0 yxyx 

 
2211

, yxyx 

 
),(),(

2121
yyyxxx 

 
   من ثا يك ن 
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2)( 0 .M d(x, y) x y   

 ثالثاً:                                                                                      

3( ) ( , ) ( , )M d x y d y x                 

1 1 2 2

1 1 2 2

( , )

( , )

d x y x y x y

y x y x d y x

   

    
 

2بفر  أن  رابعاً:

212121
),(,),(,),( Rzzzyyyxxx    

),(

),(),()(

2211

221122114

zxdzxzx

zyzyyxyxzydyxdM




 

RRRdالدالة  , بوذا يكتمل اثبات أن   دالة متاىة .  :22

 (..1مثال )

RRRd الدالة اليقيقية : :المعرىة كما يلي   










yxif

yxif
yxd

0

1
),( 

 .(trivial distance)تتمى المترية البديوية  هي دالة متاىة 

 اليل

;0),()(
1

yxdM  

   ذلك من تعريف الدالة المترية.

 ثانيا :

;0),()(
2

yxyxdM   

 هذا الشرط متيقق من التعريف 

0),(0),(  yxdyxxyd. 
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Zyxلكل  : ثالثا: , :نجد أنه 

(i)  (1),(1إذا كانت,(  yxdyxxyd  من ثا يك ن   

),(),( xydyxd  

(ii)  (0),(0إذا كانت,(  yxdyxxyd  من ثا يك ن   

),(),( xydyxd  

 ىي كلا الايتمالين  نجد أن 

;,),(),()(
3

XyxxydyxdM  

Zzyxلكل  :رابعاً  ,, : نجد أن العلاقة 

),(),(),()(
4

zydyxdzxdM  

),(,),(,),(متيققة لجمي  القيا الممكنة لكل من  zydyxdzxd عدا يالة  ايدة

),(1,),(0,),(0أن يك ن   zydyxdzxd  الذي ت ف يترت  عليه  

),(001),(),(أن يك ن  zydyxdzxd  

 لكن هذا الايتمال لا  ج د له   ذلك لأن 

zyzyd

yxyxd





0),()2(

0),()1(
 

zyxنجد أن  )2(  )1(من    1  لكن),(  zxdzx   هذا تناق  

   على ذلك ىإن هذا الايتمال لا  ج د له   بذلك تك ن العلاقة صييية دائماً.

 

  Open setsالمجم عات المفت ية ( 1.1)

يج  أن ندرس بع   و ا المجم عات المفت ية قبل الشر ع ىي دراتة مف

 المفاهيا الخاصة بالفضاء المتري مثل الكرة المفت ية  الكرة المقلقة.
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 ( 1.1عريف )ت

) بفر  أن , )X d  تري مىضاء 
0

x ىي  عنصرX   0 . 

0المجم عة الجائية   (6) 0( , ) { : ( , ) }B x x X d x x    

 .0x  مركاها  النقطة  تتمى كرة مفت ية نصف قطرها 

),(}:),({المجم عة الجائية   (1)
00

  xxdXxxB 

 .0x  مركاها  النقطة  نصف قطرها  قلقةتتمى كرة م

 (1.1مثال )

)قليدي الاىي يالة الفضاء المتري   , )R d، ييث أن( , )d x y x y   لأي

x,ين يعددين يقيق y R : ىإن المجم عة 

}0,:{),(   axaRxaa 

 تتمى ىترة مفت ية ، بينما المجم عة  : 

}0,:{],[   axaRxaa 

)تتمى ىترة مقلقة بالنتبة للفضاء المترى   , )R d . 

 (1.7مثال )

)2ىي يالة الفضاء المتري  , )R d 2، ييث أن 2:d R R R  : ىإن المجم عة . 

}),(:{),( 2

1
  xadRxaB 

 بينما المجم عة : ، open disk))تمى قرص مفت ح ت

}),(:{),( 2
2   xadRxaB 

 (. closed disk)تتمى قرص مقلق 
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 (1.8مثال )

)2ىي يالة الفضاء المتري  , )R d 2الدالة، ييث أن 2:d R R R   

 :معرىة بالصيقة 

2

21

2

21
)()(),( yyxxbad  

2ييث أن

1 1( , )a x y R    2

2 2( , )b x y R    ىالقرص المفت ح ىي هذا .

 الفضاء يأخذ الشكل التالي

 

 

 

 

 (:القرص المفتوح في المستوي1.1شكل )

RRRR  يضاء الثلاثإذا تعاملنا م  الف 3   ىإن المجم عة 

}),(:{),( 3   axdRxaBd 

 

 الكرة المفتوحة(:1.3شكل )

 . (open ball)تتمى كرة مفت ية 

),(}:),({أما  المجم عة  3   axdRxaBd  ىتتمى  كرة  مقلقة. 

 كرة مفتوحة     
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 (1.0مثال )

RRRdبفر  أن  :  على مجم عة الأعداد اليقيقيةالاقليدية دالة المتاىة  

Rالكرة المفت ية . ىإن 

)1,1(}1:{}1),0(:{)1,0(  xRxxdRxB
d

 

)ما هي إلا الفترة المفت ية 1  نصف قطرها  0مركاها    التي 1,1). 

 (1.69) مثال

RRRdبفر  أن   . ىإن 2Rعلى المجم عة  الاقليديةدالة المتاىة  :22

 يدة يعطى ىي نصف قطره ال  )0,0(القرص المفت ح الذي مركاه النقطة

  التالية: الص رة
}1)),(),0,0((:),{()1),0,0(( 2  yxdRyxB

d

 }1:),{( 222  yxRyx

 }1:),{( 222  yxRyx 

 (1.66مثال )

RRRdبفر  أن   . ىإن 3Rدالة المتاىة المعرىة على المجم عة  :33

 المجم عة التالية:

}1)),,(),0,0,0((:),,{()1),0,0,0(( 3  zyxdRzyxB
d

 }1:),,{( 2223  zyxRzyx

 }1:),,{( 2223  zyxRzyx 

 . 1  نصف قطرها  )0,0,0(مركاها  فت ية م هي عبارة عن كرة 

قطبة مبا لن (Neighborhood)بتعريف مفو ا الجب ار ىيما يلي ت ف نق ا 

 متري.ىضاء أي ىي 
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 (..1) تعريف 

),(لببيكن  dX  ًالمجم عببة الجائيببة متريبباً.  ىضبباءAمببنX  ة للنقطبب اً جبب ارتتببمى

Aa  0إذا  جد بييث أن AaB
d

),(  . 

 ( 1.6نظرية )

),(بفبببببر  أن   dX أن ، ىضببببباء متبببببري  Xa ,0.  الكبببببرة المفت يبببببة

),( aBd من نقاطواج ار لكل نقطة  تمثل . 

 البرهان

),( نلايببببظ أن  الكببببرة المفت يببببة ا لاً  aBd  ليتببببت خاليببببة لأن),( aBa
d

 .

),(ر  أن نفببب aBb d   المطلببب   إثببببات أن  ),( aBd تكببب ن جببب اراً لوبببذه

),(. بمببببببببببببببا أن النقطببببببببببببببة aBb d  ىببببببببببببببإن),( abd نفببببببببببببببر  أن .

0),(  bad بإثبببات أن  . تبب ف نيببا ل),(),(  aBbB dd هبب    كمببا

),( نفبر  أن  . (..1) م ضح ىي الشكل  bBx d   نقطبة إختياريبة  المطلب 

),( أن إثبات aBx d 

  ),(),( bxdbBx
d

 

)(),(),(),(  باتتخداا الشرط 4 xbdbadxadM  

 

 

 

         

 

  (1.4شكل )

                         
           a 
 
 

b
  
b 
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  نيصل علىلذا   ),(),(),(),( badxbdbadxadهذا يعنى أن  

),( aBx d من ثا ىإن  ),(),(  aBbB dd . 

 (..1) تعريف

),( ليكن dX  ًمترياً  ىضاء  XA ىإنه يقال أن المجم عة A كانت  إذا مفت ية 

 . ج اراً لكل نقطة من نقاطوا

 (1.6) نتيجة

),( ىي الفضاء المتري dX مفت ية مجم عةهي  كل كرة مفت ية. 

ج راً لوا    Aإذا كانت  Aنقطة داخلية للمجم عة  Aaالنقطة  

   يعبر عنوا ىي الص رة : oAاط الداخلية للمجم عة بالرما يرما لمجم عة النق

}.0),(:{   someforAxBAxAo 

 (1.1) نظرية

),( مجم عة جائية من الفضاء المتريAبفر  أن  dX .ىإن 

تي ي جمي   Aمن  هي مجم عة مفت ية جائية  oA المجم عة (6)

 .Aالمجم عات الجائية المفت ية من 

 .oAAتك ن مفت ية إذا   ىقط إذا كان  Aالمجم عة  (1)
 البرهان

 ريف مجم عة النقاط نقطة اختيارية. ىإنه من تع oAxنفر  أن ( 6إثبات )

AxBالداخلية ت جد كرة مفت ية  ),(   لكن  ),( xB هي ىي يد ذاتوا

(( لذا ىإن كل نقطة من 1.61(   مثال )1.6مجم عة مفت ية )انظر نظرية )

),(ىي  قاطوا هي مركا لكرة مفت ية ميت اهن xB  من ثا ىيو A . هذا يعني 
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),(  أن كل نقطة ىي xB  هي نقطة داخلية للمجم عةA أي أن ، 

oAxB ),(  نظراً لك ن النقطة   .oAx  إختيارية ىإن كل كل نقطة

oAx ىي  رة ميت اههي مركا لكoA هذا يعني أن oA.مجم عة مفت ية 

. نفر  أن AGتي ي كل المجم عات المفت ية الجائية  oAلإثبات أن 

Gx بما أن .G ت جد كرة مفت ية المجم عة مفت ية، ىإنه),( xB  بييث

AGxBأن  ),(   ًإذا .oAx  أي أنoAG. 

 ■ (.6( يأتي مباشرة من )1إثبات )

 (..1) نظرية

),(بفر  أن  dX  ىضاء متري   أن XBA , .ىإن 

;)( oo BABAi  

;)()( ooo BABAii  

;)()( ooo BABAiii  

 البرهان

 :i)(الفقرة 

AxBبييث يك ن  0.ىإنه ي جدoAx نفر  أن ),(  بما أنBA 

BxBىإن  ),(   أي أن ،oBx  هذا يقتضي أن oo BA . 

 :ii)(الفقرة 

ABAبما أن     BBA  ىإنه من)(i  نجد أنoABA  0)(  

 oBBA   ذا يقتضي أن ه )(0

 )1()( 0 oo BABA  

0BAxنفر  أن من نايية أخرى  o   ىإن هذا يقتضي أنoAx 
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  0Bx . ي جد  لذاo
1
  o

2
 ييث يك نب AxB ),(

1
 ، 

BxB ),(
2
  نفر .},min{

21
   0ىإنه يتضح أن   

BAxB ),(   أي أن ،oBAx )( : هذا يقتضي أن  

)2()( 0BABA oo  

 .نيصل على المطل   )2(  )1(من

 :iii)(الفقرة 

BAAييث أن     BAB   بتطبيق)(i .  نيصل على المطل■ 

 :iii)(لت ضيح عدا تيقق التتا ي ىي ىيما يلي مثال 

 (1.61) ثالم

 oA)1,0(. بما أن BA]2,0[ ىإن،  B]2,1[و A]1,0[ بفر  أن

،)2,1(oB  ،)2,0()( 0 BA  ىنجد أنooo BABA  )(. 

 (1.6) ةيمويدت

),( لبببيكن dX  ًمتريببباً.  تقببباط   أي مجمببب عتين مفتببب يتين ىبببي ىضببباءX  يكببب ن

 مجم عة مفت ية.

  البرهان

HGp  أن Xمجم عتان مفت يتان ىي  ,HGنفر  أن   

HpGpHGp  
 كبره مفت يبةىإنبه ت جبد  ،pمجم عة مفت يبة    تيتب ي علبى النقطبة Gبما أن 

),p(1 B  بييث أن 
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)1.........(..........),(
1

GpBp   

 
 (1.5شكل )

p(2,(  ىإنه ت جد كره مفت ية ،H  بالمثل بالنتبة للمجم عة الثانية Bبييث أن  

)2...(....................),(
2

HpBp    
  نيصل على : )2(   )1(من 

H)(Gδ)(p,B)(p,Bp 21    

}min ليكن  , }   ،ت جد كره مفت ية  هىإن  ),p( pB أنبييث 

H)(Gδ)(p,B)(p,B)(p,Bp
21p

  

H)(G)(p,Bp أن أى p    هذا ه  إثبات أن  التقاط  HG   مجم عة

 ■ مفت ية.
أن التقبباط  لمجمبب عتين مفتبب يتين ة التببابقة يببالتمويد يبعببد أن رأينببا ىبب

عبب  مببن خبب اص تبب ف نيببا ل ىيمببا يلببى إجمببال ب ،مجم عببة مفت يببة يعطببي 

 . النظرية التالية يالمجم عات المفت ية ى

 (..1نظرية )

),( ليكن  dX  ًمترياً ، ىإن : ىضاء  

 
 
 
G 

 
 

           

       
p  

 
 
 

H 
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 مجم عة مفت ية. ,X عتين كل من المجم (2)
nGGG إذا كانببببت (1) ,...,, مجم عببببات مفت يببببة ىببببإن التقبببباط   21

nGGG   مجم عة مفت ية.21...

 المجم عببات المفت يببة يكبب ن مجم عببة اتيبباد أى تجمبب  مببن (3)

 مفت ية.

 البرهان 

ىوبذا يتطلب  أن تكب ن كبل نقطبة  ة عة مفت يبمجم  أ لا :لإثبات أن المجم عة

خالية من العناصر    ييث أن مركااً لكرة مفت ية ميت اة ىي  من نقاط 

 ىإن هذا المطل  متيقق د ماً. 
، ىإنه على تبيل المثال تك ن Xxمفت ية لأنه إذا كان  X الآن المجم عة

XxBكرة ال يدة  )1,( . 

  ثانيا : نفر  أن
n

GGG ,...,,
21

 مجم عات مفت ية  أن  

i

n

i
n

GGGGG
1

21
...


  

  G. نفتر  أن )1(خالية ىإنوا مجم عة مفت ية كما رأينا ىي Gإذا كانت 

 Gp لذا نجد أن .
i

Gp لكلni ,...,2,1  0  من ثا ي جد
i
 بييث 

تك ن 
ii

GpB ),(   لكلni ,...,2,1. 

}inf,,...,{نفر  أن  
21 n

  ىإن .o   ),(),(
i

pBpB   لكل

ni ,...,2,1 إذاً الكرة.),( pB التي مركاهاp تيقق الشرط 

GpBpB
i

n

i



),(),(

1
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nGGGالمنتوي   هذا معناه أن التقاط     .مفت ية مجم عة 21...

 
 (1.6شكل )                            

 هى اتياد هذه  H  هى عائلة من المجم عات المفت ية  أن  ثالثا : نفر  أن

 مجم عة مفت ية. H  المطل   إثبات أن العائلة

 (1.7شكل )

1G

2G

3G

kG

),( pB

p

1G

2G
3G

kG

),( pB
p

 كرات مفتوحة
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    مجم عات العائلة ت جد مجم عة من ىإنه، Hp لإثبات ذلك نفر  أن

HGpأنييث مجم عة مفت ية ب G  لتكن . بما أن المجم عة Gمفت ية ،  

GpBp بييث أنp ىإنه ت جد كره مفت ية مركاها  ),(  أن يقتضي  هذا  

HpBp  ),(   هذا يعني أن  H  .مجم عة مفت ية■ 
يلايظ القارئ أننا اتبتخدمنا التقباط  النوبائي للمجم عبات المفت يبة   لبا 

ط  الاختياري ، ىبي يبين اتبتخدمنا الاتيباد الاختيباري للمجم عبات نتتخدا التقا

 المفت ية الذي يتضمن ضمنياً الاتياد النوائي .لذا نجد أنفتنا أماا التؤال التالي: 

 هل التقاط  الاختياري للمجم عات المفت ية ه  مجم عة مفت ية؟.

 (.1.6مثال )

)نفر  الفضاء المتري  , )R d،  ييث أن( , ) , ,d x y x y x y R   .   نفر

(:{عائلة الفترات المفت ية 
1

,
1

{()
1

,0( Nn
nnn

Bd 


  لكن نجد أن التقاط  .

مفت ية، ييث  مجم عةنوائي لوذه العائلة لا يعطي لاال
1 1

( , ) {0}n
n n


 . 

 )خاصية ها تد رف(( ..1نظرية )

baلأى عنصبببرين مختلفبببين  ىبببى الفضببباء المتبببرى),( dX ت جبببد مجم عتبببان

HG مفت يتان  بييث أن, HGGbHa ,, 

 البرهان

Xbaنفر  أن , أى أن) عنصران مختلفان  ba  )0دىإنه ي ج  بييث 

),( أن bad .: ىإذا اخترنا المجم عتين المفت يتين كما يلى 

),(,),(
3

1

3

1  bBHaBG
dd
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 (1.8شكل )

HGىببإن  جبب د المجمبب عتين المفتبب يتين  ىببالمطل   الآن إثبببات أن. قببد تيقببق ,
HG أى إننبببا تبببنفتر  أننثببببت ذلبببك تببب  ف نفتبببر  العكبببس ،  لكبببى 
HG  ذلببك بفببر  أن هنبباك نقطببة  pبييببث أن  HGp هببذا 

 الفر  يؤدى إلى أن : 

(a) .
3

),()
3

,(


 apdaBGp d  

(b) .
3

),()
3

,(


 bpdbBHp d  

)4باتتخداا الشرط  )M من شر ط الفضاء المترى),( dX : نيصل على  

3

2

33
),(),(),(


 bpdpadbad

 

3 أي أن 
2),( bad   أنب لكن هذا يتعار  م  الفر ),( bad 

 ■يكتمل البرهان. ابوذ  HGإذاً 

 ملايظة:

 متيققة ت ف نرى أنوا لا تك ن  لكناهذه الخاصية متيققة لكل ىضاء متري  

 مثل الفضاءات الت ب ل جية. دائما ىي ىضاءات أعا من الفضاء المتري

 

a

)
3

1
,( aBG  )

3

1
,( bBH 



a



b
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 المجم عات المقلقة ىي الفضاء المتري( ..1)

  Closed Sets in Metric Space  

 (..1)تعرف

),(لببيكن  dX  ًالمجم عببة  .متريبباً  ىضبباءA  ىببي),( dXن مقلقببة إذا  ىقببط إذا تكبب 

AXAcكانت    مفت ية.مجم عة 

 ىيما يلي ت ف نقدا  بعضاً من خ اص المجم عات المقلقة . 

 (1.1) نظرية

),( ليكن  dX  ًمترياً ىإن ىضاء :  
(2) ,X .مجم عتان مقلقتان 

 تقاط  أى تجم  من المجم عات المقلقة ه  مجم عة مقلقة. (1)

nFFF  إذا كانت (3) ,...,,   مجم عات مقلقة ىإن الإتياد  21

nFFF  ...21 
  يك ن أيضا مجم عة مقلقة.

 البرهان 

ccمقلقتان لأنه ,Xأ لا : المجم عتان XX      المجم عتان ,
,X(..1)رأينا ىى النظرية  كما مفت يتان. 

 هى تجم  من المجم عات المقلقة  أن :Wثنايا : نفر  أن  

}:{ WFFS   

  بما أن :

}:{)( WFFFS ccc   

  عة مفت ية كما  رد ىى مفت ية  اتياد المجم عات المفت ية ه  مجمcF  أن

  مجم عة مفت ية  هذا يؤكد أن : cS من ثا ىإن( ..1)النظرية 
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}:{ WFFS  

 .مجم عة مقلقة

 ثالثا : بفر  أن
n

FFF ,...,,
21

 مجم عات مقلقة   أن
n

FFFH  ...
21

 
  من ثا ىإن 

c

n

ccc

n

c FFFFFFH  ...)...(
2121 

أن تقبببباط  المجم عببببات المفت يببببةييببببث 
c

n

cc
FFF  ...

21
هبببب  مجم عببببة  

 ■ مجم عة مقلقة.Hمفت ية  من ثا ىإن cHأن  يمفت ية أ
 (1.7) نظرية

),(بفبببر  أن dX ىإنبببه لكبببل ،ىضببباء متبببريXx ةلمجم عبببة  ييبببدتكببب ن ا 

 مقلقة. x}{لعنصرا

 البرهان 

}{}{أن نثببت أن المجم عبة مقلقبة يكفبي x}{لإثبات أن المجم عبة  xXx c  

xXy}{نفببر  أن  لإثبببات ذلببك  تكبب ن مفت يببة.   نقطببة اختياريببة. بمببا أن

yx   عتان مفت يتان ىإنه ت جد مجمXHG ,  بييبث أنGxHy  , 

  HG  من ثا يك ن 

 }{xXGXHy  

),( مجم عة مفت ية ىإنه  ت جد كرة مفت ية H  بما أن  yB
d

 بييث أن  

}{),( xXHyBy
d

  يعني أن المجم عة   هذا}{xX    مفت ية

 ■مقلقة. x}{من ثا تك ن المجم عة  

 (1.1نتيجة )

),( ليكن  dX  ًىي مترياً ىإن كل مجم عة منتوية  ىضاءX.هي مجم عة مقلقة 
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 البرهان 

مجم عة  ييدة العنصر مقلقة. بما أن كل مجم عة لامن النظرية التابقة نعلا أن 

لمجم عببات  ييببدة العنصببر اي أن  منتببه يمكببن اعتبارهببا كاتيبباد XAمنتويببة 

}{aA
Aa
 لذا ىإن المجم عة.A .تك ن مقلقة■ 

 

  المتصلة ىي الفضاء المتريالد ال ( 4,0)

Continuous functions in Metric Space 

قبببد تعاملنبببا ىبببى دارتبببتنا لمببببادئ التيليبببل الرياضبببى )يتبببا  التفاضبببل  

ىقبد  continuous functions )المتصبلة(  متبتمرةوب ا البد ال المفمب   التكامبل( 

 كان يقصد بأن الدالة : 

RRf :  

 يكب ن يج  أن  Rxيقق الشرط: لكل ذا تإ Ra ة قطنالعند  متصلةتك ن 

 بمقدار يتنات  مب  قبر   af)(قريباً من العدد اليقيقى  xf)(العدد اليقيقى  " 

 xاقترا  العدد اليقيقي ن أى أ. ىي مجال الدالة"  aمن العدد  xالعدد اليقيقى 

مببببببن  xf)(اليقيقببببببي العببببببدداقتببببببرا  يقتضببببببي  a مببببببن العببببببدد اليقيقببببببي

.  يمكن إعادة صياغة هذا المعنى بص رة أكثر  ض ياً ببأن af)(اليقيقيالعدد

RRfيقال أن الدالة : عن د النقطة  تك ن متصلةRa  تيقق الشرط :إذا 

  af)(منتقتر  xf)( ىإن( 0لتكن بدرجة )  aمن  x قتربتكلما ا 

 . (0 لتكن) درجة مناظرة ب

RRfالدالة  تصالاتعريف  صياغة نتتطي   لذلك  : رياضبية ال الصبيقة يى

 التالية:
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 (2.6) تعريف

RRfأن الدالة  يقال :  عند النقطة  متصلةRa لكل  كان   ىقط إذا  إذا

ه إذا كان بييث أن 0 مناظرعدد يقيقي  جد ي ،  0عدد يقيقي 

 ax  ىإن )()( afxf.   الدالةيقال أنf  متى كانت  متصلة

 .Rعند كل نقطة من نقاط  متصلة

الصيقة مما تقدا نلايظ أن   ax  تعنى أن  axa  

),(تنتمبببى إلبببى الفتبببرة المفت يبببة )الجببب ار( xأ  بمعنبببى آخبببر أن    aa 

الصيقة  بالمثل ىإن  )()( afxf  تعنى أن العبدد اليقيقبى)(xf ينتمبى

))(,)((إلبببى الفتبببرة المفت يبببة )الجببب ار(    afafي  إعبببادة  لبببذا نتبببتط

RRf للدالة  تصالصياغة تعريف الا :  0بأن نق ل أنه إذا كان لأى 

)())(,)((بييث يتيقق  0ىإنه ي جد    afafxfكلما كان  

),(   aax. 

 (2.24 )مثال

RRfكن تل :  دالة معرىة على الاعداد اليقيقية بالصيقة 

0,),(,)(  aRbabaxxf 

 .Rمتصلة لجمي  نقاط المجم عة الدالة  هذه .

 اليل:

 نتتخدا مناتبة إلى 0ل على .لكي نيصRy   0نفر  

المتباينة  )()( cbybax  إن   هذا يؤدي إلبى
a

yx    بوبذا لب  

 ضعنا 
a

   ىنجد أن الدالةRRf :  متصلة عند النقطةy  بما أن  y  
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 .Rعلى  ىإن الدالة متصلةRنقطة اختيارية من 

من اتصال الد ال على الاتصال  مفو ا تنيا ل تعميا تعريف ىيما يلي

 ليك ن على أي ىضاء متري. مجم عة الاعداد اليقيقية

 (2.7 )تعريف

),(كل من ن ليك
11

dX   ),(
22

dX  ًيقال أن الدالة   .ىضاءا متريا 

21
: XXf  

 عند النقطة  متصلة  دالة 
1

Xa  0إذا كان لأى،  0ي جد نبييث أ 

)),a(()x(),(
21

 fBfaBx dd   

  هذا يكاىئ الق ل بأن : 

)(a),())a,((
21

 fBBf dd . 

 (2.8ة )نظري

),(كل من ليكن 
11

dX   ),(
22

dX  ًيقال أن الدالة   .ىضاءا متريا 

21
: XXf  

 متصلة  عند النقطة 
1

Xa  0إذا كان لأى،  0ي جد  يك نبييث 

))(a),(()a,(
21

1  fBfB
dd

. 

  البرهان

 ■.كتمرينيترك للقارئ 

""ىى كل ما قدمناه ماالنا نتتخدا تعريف    الشوير ىى إثبات

للد ال  لكنه  بعد أن عرىنا الآن ما ه  المقص د بالج ار لنقطة ما،  تصالالا

ي  إعادة صياغة مفو ا المفت ية هى ج ار لكل نقطة بوا نتتط أن الكرة 
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يما تبق ن المتكاىئين الذين  رد ذكرهما ى  ذلك بإعادة صياغة  الشرطي تصالالأ

   هما.

)(a),())a,((
21

 fBBf
dd

  

 أ  

))(a),(()a,(
21

1  fBfB
dd

 

),(a)( ييث أن  
2

fB
d

),a( أيضا af)(  ةكره مفت ية  ج ار للنقط 
1


d

B 

 . aكره مفت ية  ج ار للنقطة 

),a(ىإذا  ضعنا 
1


d

BN    )(a),(
2

fBM
d

  ىإن الشرطين التابقين يمكن

  ضعوما ىى الص رة : 

MNf )( 1)( أو   MfN   

 (2.9) نظرية

),(ليكن  dX   ),( \dY الدالة   .ىضاءان متريان 

YXf : 

 ،  xf)(للنقطة Vإذا   ىقط إذا كان لكل ج ارXxعند النقطةمتصلة  تك ن

 بييث أن  xلنقطة    Uي جد ج ار مناظر

VUf )(     أ  )(1 VfU  

 البرهان. 

  xf)(للنقطةج ار  V  أن Xxعند النقطة متصلة  أ لا : نفتر  أن الدالة 

)),((Vبييث  0إنه ي جد  ى xfB 

 بييث أن : 0ىإنه ي جد xبما أن الدالة  متصلة  عند النقطة 

..(1)....................V.........)),(()],([   xfBxBf     
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),(بما أن الكره المفت ية   xBU  ج ار للنقطةx : ىإن 

 ...(2)..........V.........)),(()],([)U(   xfBxBff                                                             

 

 (1.9شكل )

YXfالدالة ثانيا : إذا كانت  : تيقق الشرط : لكل ج ارV للنقطة)(xf   

VUfبييث أن xلنقطةل Uىإنه ي جد ج ار )( المطل   إثبات أن .

 اثبات أنه ىلا بد من، .  لكى نثبت ذلك Xxعند النقطة  متصلة  الدالة 

 يتيقق بييث  0 ي جد 0لكل 

(4)                                  )(x),())x,((  fBBf  

x((V,((نق ا باختيار fBج اراً للنقطة)(xf بما أن VUf )(  ىإن ذلك 

)x((V)U,((يؤدى إلى أن fBf   بما أنه ي جد ج ار U  للنقطةxإنبه ى

 بييث أن :  0ي جد 

U),( xB        (3) 

 نيصل على :  (2) ,(3)من 

)),x((V)U()],([  fBfxBf   

 أى أن : 

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Continuity_topology.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Continuity_topology.svg
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)),x(()],([  fBxBf   

 ■ بوذا يكتمل البرهان.  Xxعند النقطة  متصلة  أى أن الدالة 

:\ة ىببإن الدالببةىببى النظريببة التببابق  XXf    إذا  متصببلة  يقببال أنوببا

 M ذلببك بببالق ل بإنببه لكببل جبب ار Xعنببد كببل نقبباط المجم عببة متصببلة  كانببت 

 هكذا  Xمن لمجم عة نقاط اً تك ن ج ار M(-1f(ىإن  X\لمجم عة نقاط من

ىاعلية هبذا المفوب ا )جب ار مجم عبة نقباط(  .  نظراً لعداXلكل نقاط المجم عة

ىيمكننببا اتببتبداله بمفوبب ا أكثببر تببو لة ىببى التعامببل معببه  هبب  مفوبب ا المجم عببة 

ا. ىلذا بدلا المفت ية ، ييث أن كلمة مفت ية تعنى أنوا ج ار لكل نقطة من نقاطو

من كلمة ج ار لمجم عة نقباط ، تب ف نتبتخدا كلمبة مجم عبة مفت يبة )تيب ى 

 (.  اتببتناداً لوببذا المفوبب ا هببذه النقبباط  ىببى ذات ال قببت هببى جبب ار لوببذه النقبباط

 .أكثر عم مية مما تبق كما بص رة  تصالطي  تعميا مفو ا الانتت

 (2.21)نظرية 

),(كل من  ليكن dX  ),( \\ dX  ًالدالةاً متري ىضاء .  

\: XXf  

XH\إذا  إذا كان ىقط لكل مجم عة مفت ية متصلة  تك ن    الص رة  ىإن 

1)(العكتية  Hf  تك ن مجم عة مفت ية ىىX.  

 البرهان.

XH\متصلة  أن المجم عة الجائية fن الدالةنفتر  أ ا لاً:    مجم عة 

1)(مفت ية.  المطل   إثبات أن الص رة العكتية Hf  مجم عة مفت ية  تك ن 

1)(ج ار لجمي  نقاطوا  لكى نصل لو ذه النتيجة نفتر  أن أي أنوا  Hfa  
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Haf، ىإن ذلك ي ؤدى إلى أن    )(  بما  أن ،H جم عة مفت ية )ج ار م

 .af)(للنقطة  اً لكل نقطة من نقاطوا(  من ثا تك ن ج ار

:\بما أن الدالة  XXf    1)(إلى أن  متصلة  ، ىإن ذلك يؤدي Hf  

1)(نقطة اختيارية ، ىإن   aأن  ييث.   aتك ن ج ار للنقطة  Hf  تك ن

1)(من ثا ىإن   واج اراً لجمي  نقاط Hf  .تك ن مجم عة مفت ية 

XH\نفتر  أنه لكل مجم عة مفت ية: ثانيا   1)(ىإن Hf  مفت ية تك ن  

   أن  Xaأن . لإثبات ذلك نفر  متصلة الدالة ن أ  المطل   إثبات

 )(1 Hfa  ،  ًإذا Haf )(  ن أ. بماH  ج ار مجم عة مفت ية ىوي 

1)(أيضا  af)(للنقطة  Hf   هي ج ار للنقطةa 1)( . ب ض HfM   

   من ثا  a الاختياريةالنظرية التابقة نجد أن الدالة متصلة عند النقطة من ى

 ■.Xعند كل نقطة من نقاط  تك ن  متصلة 

 (4.43مثال )

RRfالدالة كل من   :  13المعرىة بالصيقة)(  xxf    الدالة العكتية   

RRf  :1

)()1(  المعطاة بالصيقة  
3

11  yyf   هي دالة متصلة كما ه 

 ذه الدالة هي تقابل. هالتكامل اضل  معل ا من خلال دراتتنا للتف

 

 Sequences in Metric Space  ىي الفضاء المتري متتالياتالم (4.3)

( تتابعةالمالمتتالية ) 
nn

x ),(ىي الفضاء المتري  )( dX  تعرف على أنوا 

),(دالة من مجم عة الأعداد الطبيعية إلى قيا ىي الفضاء المتري   dX.  أي أن 

),(: dXNf 
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n
xnfNn  )(, 

 .  هكذا.اليد الن ني nx اليد الثاني،.. 2xاليد الأ ل ، 1x يتمى

 (4.3تعريف  )

),( ىي الفضاء المتري dX ،ليةالمتتا يقال أن 
nn

x تقاربية ا  انوا تتقار  من  )(

Xx النقطة 
0

ي جد عدد طبيعي إذا كان لكل عدد صقير م ج   

)(
00
NN   بييث أن),(

0
xxd

n
0Nnلكل   .  ىي هذه اليالة نكت

0
lim xx

n
n




أ  أن  
0

xx
n
 . 

 (4.43مثال )

RX. نفر  أن    أن دالة المتاىة معرىة بالصيقة   

Ryxyxyxd  ,,),( 

بفر  
n

x العدد  تتقار  إلى المتتاليةهذه . من الأعداد اليقيقية اليةمتت 

0lim),(lim إذا   ىقط إذا كان Rxاليقيقي 


xxxxd
n

n
n

n
. 

 مثل ما يلي:

(4) 0lim 


n
n

x للمتتالية بالنتبة 
n

x
n

1
. 

(1) 1lim 


n
n

x للمتتالية بالنتبة )
1

sin(
n

nx
n
. 

(5) ex
n

n



lim للمتتالية بالنتبة n

n
n

x )
1

1( . 

 ات هذه النوايات يترك كتمرين للقارئ.اثب
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 (4.3تعريف  )

 المتتالية يقال أن
nn

x ),( ىي الفضاء المتري )( dX  ك شية (متتابعةمتتالية )انوا 

00)(ي جد عدد طبيعي  0إذا كان لكل   NN   بييث أن),(
mn

xxd  

,0لكل  Nmn . 

 (4.44نظرية  )

 .ك شية (متتابعةمتتالية )هي   ىي الفضاء المتري تقاربية (متتابعةمتتالية )كل 

 البرهان

 نفر  أن
nn

x ),( ىي الفضاء المتريتقاربية   متتالية  )متتابعة( )( dX  . 

 

 (01.2شكل )

 ليكن 
n

n
xx lim . 0إذاً لكل  يمكن  ايجاد العدد الطبيعي)(

00
NN  

 بييث أن:

)1.........(....................
2

),(,
0


 xxdNn

n
 

 بالمثل يمكن اليص ل على :

)2.........(....................
2

),(,
0


 xxdNm

m
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  من ثا ىإنه لجمي  قيا 
0

, Nmn   نجد أن 





22
),(),(),(

mnmn
xxdxxdxxd 

 هذا يثبت ان  
nn

x  ■ك شية. متتالية  )متتابعة( )(

  متتالية  )متتابعة(تقاربية هي  متتالية  )متتابعة(بعد أن عرىنا أن كل 

ي يؤكد أن العكس ليس الك شية. ىول عكس ذلك صييح دائما؟ً. المثال الت

 بالضر رة صييح دائماً.

 (4.43مثال )

أن دالة المتاىة معرىة  الأعداد القياتية كل هي مجم عة  Xنفر  أن  

 بالصيقة 

Xyxyxyxd  ,,),( 

n المتتالية

nn
x )1( 1  لكنوا تتقار  للعدد  ك شية  متتاليةهيe الذي لا ينتمي

 . Xللمجم عة 

 (4.44تعريف  )

),(قال أن الفضاء المتري ي dX تاماً  ىضاءً  أنه (Complete) متتالية  كل كانت إذا 

 .تقاربية ك شية )متتابعة( 

 (4.43مثال )

RX. نفر  أن    أن دالة المتاىة معرىة بالصيقة   

Ryxyxyxd  ,,),( 

ىي مقرر التيليل اليقيقي   التي  رتت ىيرشتراس التي د   -من نظرية بلاان 

 إذا كانت ك شية ىوي تقاربية.Rيقيقية من  متتالية  )متتابعة(تنص على أن كل 

),(ىإن الفضاء المتري العادي لذا  dR .ه  ىضاء تاا 



 ااقدمة ىي الت ب ل جي العم

33 

 

 (4.44) نظرية

nRXبفر  أن   أن  RRRd nn : دالة المتاىة  معرىة بالصيقة 

 ,1,),(

1

1








  


pyxyxd
pn

i

p

iip
 

),,...,,(),,...,(ييث أن  
2121 nn

yyyyxxxx  ىيnR  الفضاء المتري.

),(
p

dX تاا.ىضاء 

 البرهان

نفر  أن 
1

)( }{
m

mx ،ييث أن ),...,,( )()(

2

)(

1

)( m

n

mmm xxxx  ، متتالية ك شي ىي

),(لفضاءا
p

dX  0أي أن),( )()( *

mm

p
xxd عندما*,mm.  ىإنه لأي

0 ي جد عدد صييح)(
0
n بييث أن 

)1.........().........(,
0

*

1

1

)()( *

 nmmxx
pn

k

p
m

k

m

k








 


 

لذا يك ن  )()( *m

k

m

k
xx لكل)(,

0

* nmm  2,1,...,.   لكل nk  بتثبيت 

  باتتخداا مفو ا ك شي للتقار  نجد أن kقيمة للعدد 
1

)( }{
m

mx  إلى  تتقار 

 نقطة النواية
k

x.   أي أن
k

m

k
m

xx 


)(lim . 

),,...,(بفر  أن 
21 n

xxxx    )(
0
nm  ، نجد أن )1(ىإنه من 

)2........(..........,)(
1

)()(

0

* * p
n

k

p
m

k

m

k
xxnm   



 

 نيصل على)2(ىي  *mبجعل 

 )3..(....................,)(
1

)(

0

p
n

k

p

k

m

k
xxnm   
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xxأي أن  m )( ىي),(
p

dX.■ 

 (4.43مثال )

),(  X)1,1(. نفر  أن  dX  أن دالة المتاىة معرىة ىضاء متري ،ييث

Xyxyxyxdبالصيقة   ),(الفضاء المتري. ),(,, dXليس تاماً لأن 

الك شية   المتتالية
nn

x 11 .ليتت تقاربية 

 على الفصل الثاني ريناتم

RRRd هل الدالة (6 :  متاىة على دالةR. 

 كانت ا ذإd :معرىة بالصيقة Rbababad  ,,32),( 

 كانت ا ذإd :معرىة بالصيقة Rbababad  ,,),( 22 

 كانت ا ذإd :معرىة بالصيقة Rbababad  ,,),( 22 

RXXdبفر  أن  (1 :  دالة متاىة معرىة على المجم عة القير خالية

X بفر  أن  ،RXXe :  دالة معرىة بالصيقة 

1),(

),(
),(




yxd

yxd
yxe 

  برهن أنRXXe :  هي ايضا دالة متاىة علىX. 

  برهن أن المجم عةXA  تك ن مفت ية ىي),( eX إذا  ىقط إذا

),(كانت مفت ية ىي dX . 

RRRd هل الدالة (. :  متاىة على دالةR. 

 كانت ا ذإd :معرىة بالصيقة Rbababad  ,},,min{),( 

 كانت ا ذإd :معرىة بالصيقة Rbababad  ,},,max{),( 

RRRdإذا كانت  (.   دالة  معرىة بالصيقة: :22
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2

21212121
),(),,(},,max{),( Rbbbaaabbaabad  

 .2Rدالة متاىة على  dىول     

f:بفر  أن  (. X Y  من المجم عة القير خالية تباين دالةX إلى

)المتريالفضاء  , )Y e.  بفر  أنRXXd :  دالة معرىة بالصيقة 

( , ) [ ( ), ( )]d x y e f x f y 

RXXdبرهن أن      :  دالة متاىة علىX. 

RRRdذا كانت الدالة إادرس ما (1 :  متاىة ىي اليالتيندالة  هي: 

 









baif

baifba
bad

1
),()1( 










baif

baif
bad

0

4
),()2( 

)بفر  أن  (7 , )X d أن  ىضاء متري  ),(
1
xB ),(

2
yB كرتان

مفت يان بييث أن   ),(),(
21

yBxB.  لأي نقطةبرهن أنه 

),(),(
21
 yBxBz  

0ي جد 
3
 بييث أن),(),(),(

213
 yBxBzB . 

 (؟.1.8برهن نظرية ) (8


