
ÐñÊªË@ �éJ
Ê¿ É�J
 	̄ ½ÊÖÏ @ �éªÓA �g.
�HA�J
 	�A�K
QË @ Õæ��̄

2 ù

�®J
�®mÌ'@ ÉJ
Ê�j

��JË @

1434 - 1433 ú

	GA
���JË @ É� 	®Ë

�
@

9511 �éÊK
ñm�
�' helmir@kfu.edu.sa Q�
ÖÏ @ 	á�
�k . X . @

ø �ñ�JjÖÏ
�
@

ð ÉÓA
�
¾��JË

�
@ . �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @ È@ �ð �YË
�
@ .�A�J


�®ÖÏ @ �@ �ñ 	k �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��®Ë @ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ ð �A�J


�®ÖÏ @
H. PA

��®��JË @ �é�K
Q 	¢	� .ñ�KA
�	̄ �é�K
YJ
êÖ

�ß ð ÉÓA
�
¾��JÊË� �HA�K
A�î 	DË @ �HA��K
Q 	¢	� . ÉÓA

�
¾��JÊË�

�éÊK. A
��®Ë @ È@ �ð �YË@

�A�J

�®ÖÏ @ 	K
Qª�K . ú
¾�

	̄ñº	JJ
Ó
�é 	JK
A�J. �JÓ ð PYËñë �é 	JK
A�J. �JÓ . �èQ¢J
�ÖÏ @

�éË @ �YË@ �é�K
Q 	¢	� ð XQ¢ÖÏ @
ú

	æJ
K. ñ

	̄ �é�K
Q 	¢	� ð ú
��
Î 	JK
ñ�K

�é�K
Q 	¢	� ú

�GPA

�
¾K
YË@ Z @

�Ym.Ì'@ ú
�
Î«

©k. @ �QÖÏ @
1- W. Rudin " Real and Complex Analysis" Third Edition.McGrawhill 1987

2- G.Bartle "The Elements of Real Analysis " John Wiley & Sons 1976
�éJ
 	K A

��JË @ �éªJ.¢Ë@ ù

�®J

�®mÌ'@ ÉJ
Êj

��JÊË� Qå�A
�	JªË @ É�KPA�K. h. �HQK. ðP −3

Õæ

��J

�®��JË @

40 �é�J
K� A�î
�	DË @ �ék. P

�YË
�
@ 60 �é�J
Ê�

	®Ë @ �ék. P
�YË@

A �Ó YK
Ym�
�' I. j. J


	̄ �èQ» 	YÖÏ @ è 	Yë ú

	̄ Qå��J 	jÖÏ @ �H@ �Qå 	�A �j�ÜÏ @ ø �ñ�Jm

�×ñë I. ËA �¢Ë@ 	áÓ H. ñ
�
Ê¢ÖÏ

�
@

�
ÉmÌ �èY�J
m.Ì'@ �HB

�
ðA �jÒÊË� ð �èY�J
m.Ì'@ �H@ �PA �� 	®�J�C� Ë�

�é�K
 	Q�

	®m��' �HA �g. PX ¼A�	Jê 	̄ 	áëQ�. K
 ÕË

. 	áK
PA
�Ò��JË @

1



	àA �Üß
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�
¾�K
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�éJ
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�

�®�K �HYg. ð 	à@�
�é�J
Ò

�
Ê� f

�éË @
��YË@ �	à


@ Èñ�® 	K f : [a, b]→ R 	áº�JË

ø


@ �é�JK. A

��K f 	àñº�K ]xk, xk+1[
�é�J
K� 	Qk.

�èQ�� 	̄
�
É¿ ú

�
Î« �IJ
m�'. a = x0 < x1.. < xn = b

ú
�
Î« f ÉÓA

�
¾�K 	¬�Qª	K A �ëY	J« xk < x < xk+1 ⇒ f(x) = ck

�IJ
m�'. ck ∈ R Yg. ñK

é�	K

AK. [a, b]∫ b

a

f(x)dx =
n−1∑
k=0

ck(xk+1 − xk)

�éÊ�JÓ

@

f(x) =


−1 0 ≤ x < 1

4 x = 1

3 1 < x ≤ 2∫ 2

0
f(x)dx = 2
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���®m��' �éJ
Ò

�
Ê� �éË @ �X ù
 ë
�	à

@ 	á�
g ú

�	̄

g(x) =

{−1 , x = 0

n , 1
n+1

< x ≤ 1
n
, n ∈ N

�é�J
î �D 	JÓ Q�

	« �éÒJ
�

�®��JË @ �	à

B [0, 1] ú

�
Î« �é�J
Ò

�
Ê� �I��
Ë

( �HA�J. �KC� Ë�
) �HA �	¢kC

�
Ó

ú
æî
�D 	JÓ A �ë@ �YÓ ð �èXðYm× 	àñº�K [a, b] ú

�
Î« �éJ
Ò

�
Ê� �éË @ �X

�
É¿ (1

�é�JK. A
��K 	àñº�K [a, b] ú

�
Î« �éÊ���JÓ ð �éJ
Ò

�
Ê� �éË @ �X
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�	àA�
	̄

[a, b] ú
�
Î« �é�J
Ò

�
Ê�Ë@ È@ �ð �YË@ �é«ñÒm.× E([a, b]) 	áºJ
Ë (5

∀f ∈ E([a, b]),∀g ∈ E([a, b]) (@

∀λ ∈ R,
∫ b

a

(f(x) + λg(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx+ λ

∫ b

a

g(x)dx

∀f ∈ E([a, b]),∀g ∈ E([a, b]) (H.

f ≤ g ⇒
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx
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�
Ê�Ë@ È@ �ð �YË@ �é«ñÒm.× E([a, b]) ð f : [a, b]→ R 	áº�JË

�	à

@ Èñ�® 	K E−(f) = {φ ∈ E([a, b]), φ ≤ f} ð E+(f) = {ψ ∈ E([a, b]), ψ ≥ f}
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�éË @
��YË@

∀ε > 0,∃ψ ∈ E+(f),∃φ ∈ E−(f);

∫ b

a

(ψ − φ)(x)dx ≤ ε

é�	K

AK. [a, b] ú

�
Î« f ÉÓA

�
¾�K 	¬�Qª	K A �ëY	J«∫ b

a

f(x)dx = inf
ψ∈E+(f)

∫ b

a

ψ(x)dx = sup
φ∈E−(f)

∫ b

a

φ(x)dx
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∀0 ≤ k ≤ n− 1, xk ≤ x < xk+1 ⇒ ψn(x) = f(xk+1)
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½Ë 	Y» ð

∀0 ≤ k ≤ n− 1, xk ≤ x < xk+1 ⇒ φn(x) = f(xk)

ð φn ≤ f ≤ ψn
�	à

@ ø �Q 	K 	K
Qª

��JË @ @
�	Yë 	áÓ∫ b

a

(ψn − φn)(x)dx =
b− a
n

[(f(x1)− f(x0)) + (f(x2)− f(x1))

+..+ (f(xn)− f(xn−1))] = (f(b)− f(a))
b− a
n

φn ð ψn Xñk. ð
�	àA�
	̄

(f(b)− f(a)) b−a
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@ A �Üß. .

∫ b

a
(ψ − φ)(x)dx ≤ ε ð

∃δ > 0,∀x ∈ [a, b],∀y ∈ [a, b], |x− y| ≤ δ

⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε

(b− a) + 1

φn ð ψn
	á�
�J�J
Ò

�
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�JË @
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n
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	áº�JË xk ≤ x < xk+1

�
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�
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�
¿

½Ë 	Y» ð φn ≤ f ≤ ψn A�	JË ψn(x) = sup
t∈[xk,xk+1]

f(t), φn(x) = inf
t∈[xk,xk+1]

f(t)∫ b

a

(ψn − φn)(x)dx =
b− a
n

[(ψn(x0)− φn(x0))+

(ψn(x1)− φn(x1)) + ..+ (ψn(xn−1)− φn(xn−1))]

4



≤ b− a
n

ε

(b− a) + 1
n ≤ ε

A�	JË ð
∫ b

a

φn(x)dx ≤ b− a
n

n−1∑
k=0

f(a+ k
b− a
n

) ≤
∫ b

a

ψn(x)dx

@
�	X @�∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

b− a
n

n∑
k=1

f(a+ k
b− a
n

)

�é 	¢kC
�
Ó

lim
n→∞

b− a
n

n−5∑
k=3

f(a+ k
b− a
n

) = lim
n→∞

b− a
n

n−1∑
k=0

f(a+ k
b− a
n

)
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@

∀0 ≤ k ≤ n, lim
n→∞

b− a
n

f(a+ k
b− a
n

) = 0

lim
n→∞

n∑
k=1

Log(n+ k)− logn
n+ k

�éJ
ËA
���JË @ �HA�K
A�î 	DË @ Yg. ð
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��JÓ

A�	JË 	àA �Üß
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�
ÓA
�
¾�K ��J
J.¢

��K.

lim
n→∞

n∑
k=1

Log(n+ k)− logn
n+ k

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Log(1 + k
n
)

1 + k
n

=

∫ 1

0

Log(1 + x)

1 + x
dx =

1

2
(log2)2

�éJ
ËA
���JË @ �HA�K
A�î 	DË @ Yg. ð


@

lim
n→∞

n∑
k=1

Log(2n+ k)− logn
2n+ k

(1

lim
n→∞

n∑
k=1

2k + n.arctan( k
n
)

(n2 + k2)
(2

( �é�J
�A ��
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Q 	¢	�
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�	àA�
	̄

x0 ∈]a, b[ Y	J« �éÊ���JÓ ð [a, b] ú
�
Î« 	àA �Üß
P ÉÓA

�
¾�JË �éÊK. A

��̄
f 	áº�JË

F ′(x0) = f(x0) A�	JË ð x0 Y	J« ��A
��®�J ��C� Ë�

�éÊK. A
��̄ 	àñº�K F (x) =

∫ x

a
f(t)dt

	àA �ëQK.
�	àA�
	̄ ÈA ��� �é�̄C

�
« 	áÓ

F (x0 + h)− F (x0) =

∫ x0+h

x0

f(t)dt = hf(x0)

+h

∫ x0+h

x0
(f(t)− f(x0))dt

h

x0 Y	J« �éÊ���JÓ f �	à

B @ �Q 	¢	� lim

h→0
ε(h) = 0

��
���®m��' ε(h) =

∫ x0+h
x0

(f(t)−f(x0))dt

h

�	à

@ A �Üß. ð

F ′(x0) = f(x0) A�	JË ð x0 Y	J« ��A
��®�J ��C� Ë�

�éÊK. A
��̄
F

�	àA�
	̄

	áK
PA �Ü
�ß

XA �	�Ó ÈA
��JÖß. ù

�	® 	K

@ ð


@ �I�. �K


@ (1

�èXðYm× 	àñº�K [a, b] ú
�
Î« 	àA �Üß
P ÉÓA

�
¾�JË �éÊK. A

��̄ �éË @ �X
�
É¿ (@

	àA �Üß
P ÉÓA
�
¾�JË �éÊK. A

��̄ 	àñº�K [a, b] ú
�
Î« �èXðYm× �éË @ �X

�
É¿ (H.

��
���®m��' [a, b] ú

�
Î« F

�éÊ���JÓ �éË @ �X Yg. ñ�K [a, b] ú
�
Î« f

�é�J
Ò
�
Ê� �éË @ �X

�
É¾Ë (h.

∀x ∈ [a, b], F ′(x) = f(x)

��A
��®�J ��@� Yg. ð


@ �éÊ���JÓ �éË @ �X h ð R ú

�
Î« ��A

��®�J ��C� Ë�
	á�
�JÊK. A

��̄ 	á�
�JË @
�X g ð f 	áº�JË (2

F (x) =

∫ g(x)

f(x)

h(t)dt

�	à

@ �I�. �K


@ [a, b] ú

�
Î« 	àA �Üß
P ÉÓA

�
¾�JË 	á�
�JÊK. A

��̄ 	á�
�JË @
�X g ð f 	áº�JË (3

(

∫ b

a

f(x)g(x)dx)2 ≤ (

∫ b

a

f 2(x)dx)(

∫ b

a

g2(x)dx)

	K
Qª�K
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�é«ñÒj. ÖÏ AK.
�é ��A

�	mÌ'@ χA
�éË @

��YË@ 	¬�Qª	K A�	J
��	K A�
	̄

A ⊂ X @
�	X @�

ú
ÎK
 A �Ò» (caracteristic function of A)

χA(x) =

{
1 , x ∈ A

0 , x /∈ A

�é 	¢kC
�
Ó

Q
⋂

[0, 1] = {an, n ∈ N} I. �Jº	K 	à

@ 	áºÒJ


	̄ YªÊË� ÉK. A
��̄ Q

⋂
[0, 1]

�	à

@ A �Üß.

	áÓ H. PA
��®�J��K �é�J
Ò

�
Ê�Ë@ È@ �ð �YË@ 	áÓ �èYK� @

�	Q��Ó �éªK. A
��J��JÓ (χ{ak,k≤n})n ∈ N 	àñº�K @

�	YîE. ð
. 	àA �Üß
P ÉÓA

�
¾�JË �éÊK. A

��̄ Q�

	« A�î �	DºË ð �èXðYm× �éË @

��YË@ è 	Yë ð χQ
⋂

[0,1]

(Borel) È@ �PñK. ð (Lebesgue)
��A�K. ñË Ñî 	DJ
K. 	áÓ 	àñJ
 	�A�K
 �QË @ 	�ªK. Qª �� A�	Jë 	áÓ

�éÊK. A
��̄ È@ �ðX 	áÓ �èXðYm× �éªK. A

��J��JÓ
�
É¿ �éK
A�î 	E 	áÓ Éªm.�'
 ú


	GA
��K ÉÓA

�
¾�K 	K
Qª�K

�èPðQå	��.
. ÉÓA

�
¾��JÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X ÉÓA

�
¾��JÊË�
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�A�J
�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @ �H@ �ZA �	� 	®Ë
�
@

	K
Qª�K
�éÊJ
J.

��̄ ù
 ë A
�	à

@ Èñ�® 	K X

�é«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �é�J
K� 	Qm.Ì'@ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �é«ñÒm.× A 	áº�JË
�éJ
ËA

���JË @  ðQå���Ë @ �I�®
���®m��' @

�	X @� ¡
�® 	̄ ð @

�	X @� X ú
�
Î« σ − algbra

ø


@ A ú

�
Í@� ù

�Ò�J 	��K �é 	«PA
�	®Ë @ �é«ñÒj. ÖÏ

�
@ (1

Φ ∈ A

ø


@ A ú

�
Í@� ù

�Ò�J 	�K
 A Qå�A�	J« 	áÓ YªÊË� ÉK. A
��̄ XA�m�

��' @� (2

∀j ∈ N, Aj ∈ A ⇒
⋃
j∈N

Aj ∈ A

ø


@ A ú

�
Í@� ù

�Ò�J 	�K
 A 	áÓ Qå�	J«
�
É¿ Õ

��Ô�JÓ (3

∀A ∈ A, Ac ∈ A
�HA �«ñÒj. ÖÏ @ ù

��Ò��� A Qå�A�	J« �	à

@ 	á�
g ú

�	̄ �A�J

�®ÊË� ÉK. A

��̄ Z A �	� 	̄
(X,A) ù

��Ò�	� A �ëY	J«
�A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @
�HA �	¢kC

�
Ó

�A�J

�®ÊË� ÉK. A

��̄ Z A �	� 	̄
(X,A) 	áºJ
Ë

�A�J

�®ÊË� ÉK. A

��̄ 	àñºK
 �A�J

�®ÊË� 	á�
�JÊK. A

��̄ 	á�
�J«ñÒm.× 	á�
K.
��Q 	®Ë

�
@ (1

∀A ∈ A,∀B ∈ A, (A \B) ∈ A

�A�J

�®ÊË� ÉK. A

��̄ 	àñºK
 �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �HA �«ñÒm.× 	áÓ YªÊË� ÉK. A

��̄ ð

@ úæ�î �D 	JÓ X �Y« ©£A

��®�K (2

∀n ∈ N, An ∈ A ⇒
⋂
n∈N

An = (
⋃
n∈N

Acn)c ∈ A

�éÊ�JÓ

@
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	áÓ �é 	K �ñº�JÖÏ @ P(X) A �ÒêË �ð

@ 	àA��JÊJ
J.

�̄ �
É�̄


B@ ú

�
Î« Yg. ñ�K X

�é 	«PA
�	̄ Q�


	« �é«ñÒm.× É¿ ú
�
Î«

A = {X, ∅} �éê 	̄ A
���JË @ �éÊJ
J.

�®Ë @ ù
 ë
�éJ
 	K A

���JË @ ð X
�é«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �é�J
K� 	Qm.Ì'@ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ ©J
Ôg.

	K
Qª�K

ú

�æË@ ÉK� A�J.

�®Ë @ ©J
Ôg. ©£A
��®�K Y �é«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �é�J
K� 	Qm.Ì'@ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �é«ñÒm.× E 	áº�JË

E 	áÓ �èY
�
Ë ��ñÖÏ @ �éÊJ
J.

�®Ë @ ù �Ò��� �éÊJ
J.
��̄ ù
 ë E ú

�
Î« ø
 ñ

�Jm��'

	QÓQ 	K ð È@ �PñK.
�éÊJ
J.

��̄ ù
��Ò��� E 	áÓ �èY

��
Ë ��ñÖÏ @ �éÊJ
J.

�®Ë @ �	àA�
	̄
Y ú

�
Î« A�J
k. ñÊK. ñ�K E �I	KA

�
¿ @

�	X @�
BY ð


@ B ú
ÎK
 A �Ò» A�îD
Ë @�

ú �	æªÓ éË E 	áÓ �èY
��
Ë ��ñÖÏ @ �éÊJ
J.

�®Ë @ 	K
Qª�K
�	à

@ I. ËA

��¢Ë@ ��
���̄YJ
Ë

ù
��Ò��� E 	áÓ �èY

��
Ë ��ñÖÏ @ �éÊJ
J.

�®Ë @ �	àA�
	̄ R ú

�
Î« �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA �«ñÒj. ÖÏ @

�é«ñÒm.× ù
 ë E
�I	KA

�
¿ @

�	X @�
BR ð


@ B ú
ÎK
 A �Ò» A�îD
Ë @�

	QÓQ 	K ð Borel È@ �PñK.
�éÊJ
J.

��̄

I. ËA
��¢Ë@ 	á��
J. J
Ë

B ú
�
Í@ ù
 Ò

�J 	�K

�é�®Ê 	ªÓ �HA �«ñÒm.× 	áÓ YªÊË� ÉK. A

��̄ XA�m�
��' @� ø



@ Fσ

�
É¿ �	à


@ (1

B ú
�
Í@� ù
 Ò

�J 	�K

�ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒm.× 	áÓ YªÊË� ÉK. A

��̄ ©£A
��®�K ø



@ Gδ

�
É¿ �	à


@ (2

ð E2 = {]−∞, q], q ∈ Q} ð E1 = {]−∞, q[, q ∈ Q} 	áº�JË (3

1 ≤ j ≤ 4
�
É¾Ë 	á��
K. E4 = {[p, q[, p ∈ Q, q ∈ Q, p ≤ q} ð E3 = {[q,+∞[, q ∈ Q}

R ú
�
Î« È@ �PñK.

�éÊJ
J.
��̄ ù
 ë Ej

	áÓ �èY
��
Ë ��ñÖÏ @ �éÊJ
J.

�®Ë @ �	àA�
	̄

�é�K
Q 	¢	�
�	àA�
	̄ �é�J
K� @ �ñ ��« �éË @ �X f : X → Y ð �A�J


�®ÊË� ÉK. A
��̄ Z A �	� 	̄

(X,A) 	áºJ
Ë
. f �éË @

��YËAK. A
�èPñ� ù

��Ò��� Y ú
�
Î« �éÊJ
J.

��̄ ù
 ë A
′ = {A ⊂ Y, f−1(A) ∈ A}

	àA �ëQK.
∅ ∈ A′ @

�	X @� ∅ = f−1(∅) A�	JË (1

Ac ∈ A′ @
�	X @� A ∈ A

′, f−1(Ac) = (f−1(A))c ∈ A
�
É¾Ë (2

9



@
�	X @� f−1(An) ∈ A A�	JË n ∈ N

�
É¾ 	̄ A′ Qå�A�	J« 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ (An) �I	KA
�
¿ @

�	X @� (3
3 ð 2 ð 1 	áÓ �Õç�' (

⋃
n∈NAn) ∈ A′

�	à

@ i. �J

	�J

	̄ ⋃
n∈N

f−1(An) = f−1(
⋃
n∈N

An) ∈ A

�éÊJ
J.
�®Ë @ �HA �Ò

�
Ê�Ó ©J
Ôg.

��
���®m��' A′ �	à


@ ø �Q 	K

�A�J
�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @ È@ �ð �YË@
	K
Qª�K

A
�é�J
K� 	Qm.Ì'@

�é«ñÒj. ÖÏ AK.
�é ��A

�	mÌ'@ χA
�éË @

��YË@ 	¬�Qª	K A�	J
��	K A�
	̄

A ⊂ X @
�	X @�

ú
ÎK
 A �Ò» (caracteristic function of A)

χA(x) =

{
1 , x ∈ A

0 , x /∈ A
�é 	¢kC

�
Ó

�	à

@ 	¡kC

� 	K A ⊂ X ð �A�J

�®ÊË� ÉK. A

��̄ Z A �	� 	̄
(X,A) 	áºJ
Ë

{x ∈ X,χA(x) < α} =


X , α > 1

Ac , 0 < α ≤ 1

∅ , α ≤ 0

@
�	X @�

A ∈ A ⇔ ∀α ∈ R, {x ∈ X,χA(x) < α} ∈ A
	K
Qª�K

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X f : X → [−∞,+∞]

�	à

@ Èñ�® 	K �A�J


�®ÊË� ÉK. A
��̄ Z A �	� 	̄

(X,A) 	áºJ
Ë
ú
ÍA

���JË @  Qå��Ë @ ��
���®m��' @

�	X @� ¡
�® 	̄ ð @

�	X @�
∀α ∈ R, f−1([−∞, α[) ∈ A

�éÊ�JÓ

@

ÉK. A
��̄
A ⊂ X 	àñº�K �é�®K. A

���Ë@ �é 	¢kC
�
ÖÏ @ 	áÓ �A�J


�®ÊË� ÉK. A
��̄ Z A �	� 	̄

(X,A) 	áºJ
Ë (1

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄
χA

�I	KA
�
¿ @

�	X @� ¡
�® 	̄ ð @

�	X @� �A�J

�®ÊË�
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�HA �«ñÒm.× A1, ..An ð �é�J

�®J

�®k X@ �Y«


@ α1, .., αn ð �A�J


�®ÊË� ÉK. A
��̄ Z A �	� 	̄

(X,A) 	áºJ
Ë (2

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X 	àñº�K f = Σn

k=1αkχAk

�	àA�
	̄ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄

	áK
PA �Ü
�ß

�é�J
�ºªË@
�èPñ ��Ë@ 	àñº�K �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄
f : X → [−∞,+∞] �I	KA

�
¿ 	à@� é�	K


@ 	á��
K. (1

A ú
�
Í@� ù

�Ò�J 	��K È@ �PñK.
�éÊJ
J.

��̄ 	áÓ Qå�	J«
�
É¾Ë

∀E ∈ B, f−1(E) ∈ A

ú
ÍA
���JË @  Qå��Ë @ ��

���®m��' @
�	X @� ¡

�® 	̄ ð @
�	X @� �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ 	àñº�K f �	à

@ 	á��
K.

∀α ∈ R, f−1(]α,∞]) ∈ A
�	à

@ �I�. �K


@ �éÊ���JÓ �éË @ �X φ : Rn → R ð �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �é�J

�®J

�®k È@ �ðX u1, .., un 	áº�JË (2

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ 	àñº�K x→ φ(u1(x), ..., un(x))

�é�K
Q 	¢	�

ð g = sup
n∈N

fn
�	àA�
	̄ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ È@ �ð �X 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ fn : X → [−∞,+∞] 	áº�JË

�A�J

�®ÊË� 	á�
�JÊK. A

��̄ 	àA�	Kñº�K h = inf
n∈N

fn

	àA �ëQK.
½Ë 	Y» ð �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄
g @

�	X @� ∀α ∈ R, g−1(]α,∞]) =
⋃
n∈N

f−1
n (]α,∞])

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄
h @

�	X @� ∀α ∈ R, h−1([−∞, α[) =
⋃
n∈N

f−1
n ([−∞, α[)

�HA �	¢kC
�
Ó

ð g = lim sup
n→∞

fn
�	àA�
	̄ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ È@ �ð �X 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ fn : X → [−∞,+∞] 	áº�JË

½Ë 	Y» ð lim sup
n→∞

fn = inf
n∈N

sup
k≥n

fk
�	à

@ ½Ë 	X �A�J


�®ÊË� 	á�
�JÊK. A
��̄ 	àA�	Kñº�K h = lim inf

n→∞
fn

lim inf
n→∞

fn = sup
n∈N

inf
k≥n

fk

	àA
�
¿ @

�	X @� ¡
�® 	̄ ð @

�	X @� f
	áÓ �é¢�® 	JK.

�é¢�® 	K H. PA
��®�J��K (fn)n∈N

�	à

@ A �Üß. ð
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f = lim sup
n→∞

fn = lim inf
n→∞

fn

�é¢�® 	K H. PA
��®�J��K �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ È@ �ð �X 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ fn : X → [−∞,+∞] �I	KA

�
¿ 	à@� é�	K A�

	̄

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄
f 	àñº�K A �Ò�Jm 	̄ f 	áÓ �é¢�® 	JK.

	K
Qª�K

@
�	X @� ¡�® 	̄ ð @

�	X @�
�é¢J
��.

�éË @ �X f : X → R
�	à

@ Èñ�® 	K �A�J


�®ÊË� ÉK. A
��̄ Z A �	� 	̄

(X,A) 	áºJ
Ë
�HYg. ð @

�	X @� ¡
�® 	̄ ð @

�	X @�
�é¢J
��.

�éË @ �X f 	àñº�K @
�	X @�

�éJ
î �D 	JÓ A�î�EPñ� ð �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �I	KA

�
¿

�IJ
m�'. A1, ..An �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �HA �«ñÒm.× ð α1, .., αn

�é 	®Ê�J	m× X@ �Y«

@

f = Σn
k=1αkχAk

© 	�ñJ.
	̄
f

�éË @ �YÊË�
�é 	®Ê�J 	jÖÏ @ Õæ


�®Ë @ ù
 ë α1, .., αn ð �é¢J
��. f �I	KA
�
¿ @

�	X @� é�	K

@ ½Ë 	X

A�	JË ð �A�J

�®ÊË� ÉK. A

��̄
Ak

	àñºK
 Ak = {x ∈ X, f(x) = αk}

f = Σn
k=1αkχAk

�é�K
Q 	¢	�

sn
�é¢J
��. È@ �ðX 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ Yg. ñ�K é�	K A�
	̄ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �éË @ �X f : X → [0,+∞] 	áº�JË
��
���®m��' X ú

�
Î«

0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ .. ≤ f (@
∀x ∈ X, lim

n→∞
sn(x) = f(x) (H.

	àA �ëQK.
��
���®m�'
 kn(t) YJ
kð iJ
m�� X �Y« Yg. ñK
 t ∈ R

�
É¿ ð n ∈ N

�
É¾Ë

	¬�Qª	JË kn(t)2−n ≤ t < (kn(t) + 1)2−n

φn(t) =

{
kn(t)2−n , 0 ≤ t < n

n , n ≤ t ≤ ∞

A�	KY 	J«

12



@
�	X @� t− 2−n < φn(t) ≤ t A�	JË [0, n] 3 t

�
É¾Ë ð [0,+∞] ú

�
Î« �é�J
ËPñK. φn (@

lim
n→∞

φn(t) = t

é�	K

@ ½Ë 	X 0 ≤ φ1(t) ≤ φ2(t) ≤ .. ≤ t (H.

φn+1(t) =

{
kn+1(t)2

−(n+1) , 0 ≤ t < n+ 1

n+ 1 , n+ 1 ≤ t ≤ ∞

é�	K

@ 	¡kC

� 	K φn+1 ≥ φn
�	à

@ �IJ.

�� 	K ú
»

@
�	X @� φn(t) = n

�	à

@ 	á�
g ú


	̄
φn+1(t) = n+ 1

�	àA�
	̄
t ≥ n+ 1 �I	KA

�
¿ @

�	X @� (@
φn+1(t) ≥ φn(t)

�	àA�
	̄

n ≤ t < n+ 1 �I	KA
�
¿ @

�	X @� (H.
φn+1(t) = 2−(n+1)E(t2(n+1)) ≥ 2−(n+1)E(n2(n+1)) = n

φn+1(t) ≥ φn(t) @
�	X @� φn(t) = n

�	à

@ 	á�
g ú


	̄

ú

	̄ Q£ H. Qå	��. kn(t)2−n ≤ t < (1 + kn+1(t))2

−(n+1)
�	àA�
	̄

0 ≤ t < n �I	KA
�
¿ @

�	X @� (h.
�	àA�
	̄
kn(t) ∈ Z

�	à

@ A �Üß. ð 2kn(t) < 1 + kn+1(t) ú

�
Î« É ��j�J 	K 2(n+1) ú


	̄ �émk. @
�Q��ÖÏ @

@
�	X @� 2kn(t) ≤ kn+1(t)

φn+1(t) = kn+1(t)2
−(n+1) ≥ kn(t)2−n = φn(t)

�éªK. A
��J��JÖÏ @ �	àA�

	̄ �Õç�' 	áÓ ð φn+1 ≥ φn
�	à

@ i. �J

�	J���	� h. ð H. ð

@ 	áÓ

sn = φn ◦ f
	�Q 	ªËAK. ù

	®� �K
	áK
PA �Ü

�ß

(R,BR) ú

	̄ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ 	àñº�K f : R→ [−∞,+∞]
�èXQ �¢Ó �éË @ �X

�
É¿ �	à


@ 	á�
K. (1

ú

	̄ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ 	àñº�K f : R→]−∞,+∞[ A �ª¢�̄ �éÊ���JÓ �éË @ �X
�
É¿ �	à


@ 	á��
K. (2

(R,BR)
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ú
ÍPñK. É
�
¾Ë �é�J
�ºªË@

�èPñ�Ë@ ø


@ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �éË @ �X f : X → C �I	KA
�
¿ @

�	X @� é�	K

@ �	á�
K. (3

ð Im(f)
�é�J
Ê�J


	j��JË @ �éÒJ

�®Ë @ ð Real(f)

�é�J

�®J

�®mÌ'@ �éÒJ


�®Ë @ �	àA�
	̄ �A�J


�®ÊË� ÉK. A
��̄ 	àñºK
 C 	áÓ

|f | �é�®Ê¢ÖÏ @ �éÒJ

�®Ë @ éJ


	̄ 	àñº�K ÈA
��JÓ Yg. ð


@ ð .�A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ 	àñº�K |f | �é�®Ê¢ÖÏ @ �éÒJ

�®Ë @

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄
f 	àñº�K 	à


@ 	àðX �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �éË @ �X
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ÉÓA
�
¾��JË @

	K
Qª�K

¡�® 	̄ ð @
�	X @� �A�J


�̄ ù
 ë µ : A → [0,+∞]
�	à

@ Èñ�® 	K , �A�J


�®ÊË� ÉK. A
��̄ Z A �	� 	̄

(X,A) 	áºJ
Ë
	àA�J
Ë A

���JË @ 	àA �£Qå��Ë @ ��
���®m��' @

�	X @�
ú
æî

�D 	JÓ A�îD�A�J

�̄ ð �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄
A

�é«ñÒm.× Yg. ñ�K (1

∃A ∈ A, µ(A) <∞
�éÊ� 	® 	JÖÏ @ ð �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ (An)
�éªK. A

��J��JÓ
�
É¾Ë (2

∀n ∈ N, An ∈ A,∀m 6= n,An
⋂

Am = Φ

�	àA�
	̄

µ(
⋃
n∈N

An) =
∞∑
n=1

µ(An)

�A
��®Ó ZA �	� 	̄

(X,A, µ) ù
 Ò�
	� A �ëY	J«

�HA �	¢kC
�
Ó

�	àA�
	̄ �A

��®Ó ZA �	� 	̄
(X,A, µ) 	àA

�
¿ @

�	X @�
µ(Φ) = 0 Q 	®� ñë �é 	«PA

�	®Ë @ �é«ñÒj. ÖÏ @ �A
��®Ó (1

�éÊ� 	® 	JÖÏ @ �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��®Ë @ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ An

�éJ
î �D 	JÓ
�é«ñÒm.×

�
É¾Ë (2

A�	JË ∀m 6= n,An
⋂
Am = Φ

µ(
⋃

1≤n≤k

An) =
k∑

n=1

µ(An)

A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B) YK� @
�	Q��Ó �A�J


�®Ë
�
@ (3
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�	àA�
	̄ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �èYK� @
�	Q��Ó �éªK. A

��J��JÓ An ⊂ An+1
�I	KA

�
¿ @

�	X @� (4

µ(
⋃
n∈N

An) = lim
n→∞

µ(An)

éË A1 ð �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��®Ë @ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �é��̄ A�	J�JÓ �éªK. A

��J��JÓ An+1 ⊂ An
�I	KA

�
¿ @

�	X @� (5
�	àA�
	̄ ú
æî

�D 	JÓ �A�J

�̄

µ(
⋂
n∈N

An) = lim
n→∞

µ(An)

�éÊ�JÓ

@

A Qå�A�	J« X �Y« µ(A) 	áºJ
Ë ( A ∈ P(X) I. �Jº	K) X 	áÓ A �é�J
K� 	Qk.
�é«ñÒm.×

�
É¾Ë� (1

YªË@ �A�J

�̄ ù

��Ò��
 �A�J

�®Ë @ @

�	Yë ð �A
��®Ó ZA �	� 	̄ ñë (X,P(X), µ)

�	àA�
	̄

counting measure

�é�®K. A
���Ë@ �é�ÓA

�	mÌ'@ �é¢�® 	JË @ ú
�	̄ é�	K


@ 	á��
J. K


�YªË@ �A�J

�̄
µ ð X = N, An = {k > n} C

��JÔ 	̄

ú
æî
�D 	JÓ �A�J


�̄ éË A1

�	à

@ �ø
 PðQå

	� é�	K

@

	áºJ
Ë A ∈ P(X)
�
É¾Ë� x0 ∈ X 	áºJ
Ë (2

µ(A) =

{
1 , x0 ∈ A

0 , x0 /∈ A

éJ
Ë @�
	QÓQ 	K ð x0 Qå�	JªË@ Y 	J« Dirac ¼@ �QK
X �A�J


�̄ ù
��Ò��
 P(X) ú

�
Î« �A�J


�̄ ñë µ
�	àA�
	̄

µ = δx0

	K
Qª�K

E ∈ A ð f = Σn
k=1αkχAk

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �é¢J
��.

�éË @ �X f : X → [0,+∞] �I	KA
�
¿ @

�	X @�
ñë E ú

�
Î« f ÉÓA

�
¾�K �	àA�

	̄∫
E

fdµ = Σn
k=1αkµ(Ak

⋂
E)

�I	KA
�
¿ @

�	X @� αk = 0 ð µ(Ak
⋂
E) =∞

�	à

@ É�m�'
 Y�® 	̄ 0.∞ = 0 �IJ
k

ñë E ú
�
Î« f ÉÓA

�
¾�K �	àA�

	̄
E ∈ A ð �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �éË @ �X f : X → [0,+∞]
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∫
E

fdµ = sup
s∈Ef

∫
E

sdµ

s ≤ f
��
���®m��' ú ��æË @ ð �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @ ð �é¢J
��. Ë @ s È@ �ð
��YË@ �é«ñÒm.× ñë Ef

�IJ
k
�HA �	¢kC

�
Ó

E ∈ A ð A ∈ A ð �A�J

�®ÊË� 	á�
�JÊK. A

��̄ 	á�
�JË @
�X f, g : X → [0,+∞] �I	KA

�
¿ @

�	X @�∫
E

fdµ ≤
∫
E

gdµ
�	àA�
	̄
f ≤ g �I	KA

�
¿ 	à@� (1∫

E

fdµ =

∫
X

fχEdµ ½Ë 	Y» ð (2∫
E

fdµ = 0
�	àA�
	̄
µ(E) = 0 	àA

�
¿ @

�	X @� (3
�é�K
Q 	¢	�

�	àA�
	̄ 	á�
�J¢�
��. ð �A�J


�®ÊË� 	á�
�JÊK. A
��̄ 	á�
�JË @

�X s, t : X → [0,+∞] �I	KA
�
¿ @

�	X @�

ν(A) =

∫
A

sdµ

½Ë 	Y» ð A ú
�
Î« ν �A�J


�̄ 	¬�Qª�K∫
X

(s+ t)dµ =

∫
X

sdµ+

∫
X

tdµ

	àA �ëQK.
ð ∀m 6= n,En

⋂
Em = Φ

��
���®m��' A 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ En ð s = Σn
k=1αkχAk

�I	KA
�
¿ @

�	X @��	àA�
	̄
E = (

⋃
n∈N

En)

ν(E) =
n∑
k=1

αkµ(Ak
⋂

E) =
n∑
k=1

αk

∞∑
j=1

µ(Ak
⋂

Ej)

∞∑
j=1

n∑
k=1

αkµ(Ak
⋂

Ej) =
∞∑
j=1

ν(Ej)

Lebesgue′s monotone convergence theorem
��A�K. ñÊË� XQ �¢ÖÏ @ H. PA

��®��JË @ �é�K
Q 	¢	�
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ð 0 ≤ f1 ≤ f2...
�IJ
m�'. �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @ È@ �ð
��YË@ 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ fn : X → [0,+∞] 	áº�JË
	áº�JË

∀x ∈ X, f(x) = lim
n→∞

fn(x)

�	àA�
	̄

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ

	àA �ëQK.
�éÊK. A

��̄ 	àñº�K f �	àA�
	̄ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ 	àñº�K �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ È@ �ðX 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ
�
É¿ �éK
A�î 	E

�	à

@ A �Üß.

@
�	X @�

∫
X
fndµ ≤

∫
X
fdµ

�	àA�
	̄ ∀n ∈ N, fn ≤ f

�	à

@ A �Üß. ð �A�J


�®ÊË�

α = lim
n→∞

∫
X

fndµ ≤
∫
X

fdµ

	¬�Qª	JË� c ∈]0, 1[ ð 0 ≤ s ≤ f
��
���®m��' �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �é¢J
��.
�éË @ �X s 	áº�JË�

En = {x ∈ X, fn(x) ≥ cs(x)}
�	à

@ A �Üß. ð

⋃
n≥1

En = X ð �èYK� @
�	Q��Ó En A�	KY 	J«∫

X

fndµ ≥
∫
En

fndµ ≥ c

∫
En

sdµ

@
�	X @�

α = lim
n→∞

∫
X

fndµ ≥ lim
n→∞

c

∫
En

sdµ = c

∫
X

sdµ

�	àA�
	̄ �Õç�' 	áÓ ð∫

X

fdµ = sup
s∈Ef ,c<1

c

∫
X

sdµ ≤ α = lim
n→∞

∫
X

fndµ

�é�K
Q 	¢	�

ð �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��®Ë @ È@ �ð

��YË@ 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ fn : X → [0,+∞] 	áº�JË
�	àA�
	̄ ∀x ∈ X, f(x) =

∑∞
n=1 fn(x)
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∫
X

fdµ =
∞∑
n=1

∫
X

fndµ

	àA �ëQK.
lim
n→∞

tn = f2 ð lim
n→∞

sn = f1
	àA
��®
���®m��' ð 	àA��KYK� @

�	Q��Ó tn ð sn
	àA��JªK. A

��J��JÓ Yg. ñ�K é�	K

@ A �Üß.
�	àA�
	̄

∫
X

(f1+f2)dµ = lim
n→∞

∫
X

(sn+tn)dµ = lim
n→∞

(

∫
X

sndµ+

∫
X

tndµ) =

∫
X

f1dµ+

∫
X

f2dµ

�é�K
Q 	¢	� ��J.¢
	� ∑∞

n=1 fn
	áÓ H. PA

��®�J��K ð �èYK� @
�	Q��Ó (Sn)

�éªK. A
��J��JÖÏ @ Sn = f0 + ..+ fn 	áº�JË

XQ �¢ÖÏ @ H. PA
��®��JÊË�

��A�K. ñË∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

Sndµ =
∞∑
n=1

∫
X

fndµ

Fatou′s lemma ñ�J
�	̄ �é�K
YJ
êÖ

�ß
�	àA�
	̄ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @ È@ �ð
��YË@ 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ fn : X → [0,+∞] 	áº�JË∫
lim inf
n→∞

fndµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fndµ

	àA �ëQK.
��A�K. ñË

�é�K
Q 	¢	� 	áÓ @
�	X @� , gn ≤ fn

��
���®m��' ð �èYK� @

�	Q��Ó gn
�éªK. A

��J��JÖÏ @ gn = inf
j≥n

fj 	áº�JË
XQ �¢ÖÏ @ H. PA

��®��JÊË�
∫

lim inf
n→∞

fndµ = lim
n→∞

∫
X

gndµ = lim inf
n→∞

∫
X

gndµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fndµ

	K
Qª�K

ð f+ = sup(f, 0) ð �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X f : X → [−∞,+∞] �I	KA

�
¿ @

�	X @�
ñë E ú

�
Î« f ÉÓA

�
¾�K �	àA�

	̄ A 3 E 	àA
�
¿ @

�	X @� ð f− = − inf(f, 0)
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∫
E

fdµ =

∫
E

f+dµ−
∫
E

f−dµ

ú
æî
�D 	JÓ 	áK
Q�
 	g


B@ 	á�
ÊÓA

�
¾��JË @ Yg


@ 	àA

�
¿ 	à@�

ÉÓA
�
¾��JÊË�

�éÊK. A
��̄
f

�	à

@ Èñ�® 	J 	̄

∫
X

|f |dµ ∈ R ð �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X f : X → C �I	KA

�
¿ @

�	X @��	àA�
	̄
f ∈ L1(X) �I	KA

�
¿ @

�	X @� . f ∈ L
1(X) I. �Jº	K ð∫

X

fdµ =

∫
X

Realfdµ+ i

∫
X

Imfdµ

f
�éË @ �YÊË�

�é�J
Ê�J

	j��JË @ �éÒJ


�®Ë @ ð �é�J

�®J

�®mÌ'@ �éÒJ


�®Ë @ A �Òë Imf ð Realf �IJ
k
�èQ¢J
�ÖÏ @

�éË @
��YË@ ð


@ Lebesgue′s dominated convergence theorem ��A�K. ñË

�é�K
Q 	¢	�
�IJ
m�'. �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @ È@ �ð
��YË@ 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ fn : X → C 	áº�JË
�IJ
m�'. g ∈ L1(X) Yg. ñ�K ð �èXñk. ñÓ ∀x ∈ X, f(x) = lim

n→∞
fn(x)

∀x ∈ X, ∀n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x)

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ A�	JË ð f ∈ L1(X)
�	àA�
	̄

	àA �ëQK.
��J
J.¢

��K. 2g − |fn − f | ≥ 0 A�	JË ð f ∈ L1(X)
�	àA�
	̄ |f | ≤ g ð �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄
f

�	à

@ A �Üß.

ø �Q 	K ñ�J 	̄ �é�K
YJ
êÖ
�ß∫

X

2gdµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

(2g − |fn − f |)dµ

�	àA�
	̄ �Õç�' 	áÓ ð

lim sup
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = 0

	áK
PA �Ü
�ß

	á��
K. �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X f : X → [0,+∞] �I	KA

�
¿ @

�	X @� (1

ν(A) =

∫
A

fdµ
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�	àA�
	̄
g �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �éË @ �X
�
É¾Ë ð A ú

�
Î« �A�J


�̄ 	¬�Qª�K∫
X

gdν =

∫
X

gfdµ

Qå�A�	J« X �Y« ñë µ(A) 	áºJ
Ë .�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ 	àñº�K �éË @ �X

�
É¿ �	à


@ 	á�
K. (N,P(N)) ú

�
Î« (2

A�Ó lim inf
n→∞

∫
N
fndµ ð

∫
N

lim inf
n→∞

fndµ
	á��
K. 	àPA

��̄ ð
∫

N fndµ Yg. ð

@ fn = χ{n} ð A

�èQ�.ªË @

YªÊË�
�éÊK. A

��̄ ð �éJ
î �D 	JÓ Q�

	« 	àñº�K A �IJ
m�'. (X,A) �A�J


�®ÊË� ÉK. A
��̄ Z A �	� 	̄ Yg. ñK
 Éë (4

YªÊË�
�éÊK. A

��̄ ð �éJ
î �D 	JÓ Q�

	« A �éÊJ
J.

�̄ Yg. ñ�K é�	K

@ 	�Q�� 	®Ë�

x ú
�
Î« ø �ñ�Jm��' ú


�æË @ �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��®Ë @ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ ©J
Ôg. ©£A

��®�K Ax 	áºJ
Ë x ∈ X
�
É¾Ë

�	à

@ 	á��
J. 	JË . x ú

�
Î« ø �ñ�Jm��' �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �é«ñÒm.× Q 	ª�

@ ñë Ax

�	àA�
	̄ YªÊË�

�éÊK. A
��̄ A �	à


@ A �Üß.

Ax
⋂

Ay 6= Φ⇒ Ax = Ay

	àñº�K Ax \ Az B
�
@� ð x ∈ Az A �Ò�Jk . Az ⊂ Ax A �ëY	J« z ∈ Ax

⋂
Ay

�	à

@ 	�Q�� 	® 	JË

�	à

@ A �Üß. . 	��̄ A�	J�K @

�	Yë ð Ax 	áÓ A �ª¢�̄ Q 	ª�

@ ð x ú

�
Î« ø �ñ�Jm��' �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �é«ñÒm.×

Èñ�®Ë@ �é�C
� 	g Az = Ax

�é�®K
Q �¢Ë@ �
	® 	JK. ð Az = Ax �Õç�' 	áÓ ð Ax ⊂ Az

�	àA�
	̄
x ∈ Az

�é 	«PA
�	̄ Q�


	« �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄
A

�é«ñÒm.×
�
É¿ . X �é«ñÒj. ÒÊË�

�éÒJ
�
�®�K ù
 ë {Ax, x ∈ X}

�	à

@

	áº�JË . �éJ
î �D 	JÓ A�îD� 	® 	K A �I	KA
�
¾Ë ú
æî

�D 	JÓ {Ax, x ∈ X} 	àA
�
¿ ñË A =

⋃
x∈AAx I. �Jº�K

�HA �«ñÒj. ÖÏ @ B(P ) =
⋃
n∈P

Axn
	áº�JË P ∈ N É¾Ë �é 	®Ê�J	m× �HA �«ñÒm.× {Axn , n ∈ N}

. YªÊË�
�éÊK. A

��̄ Q�

	« ð �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ ð �é 	®Ê�J	m× B(P )

é�	K

@ 	á��
K. f ∈ L1(X) 	áº�JË (5

∀ε > 0, ∃δ > 0, µ(E) ≤ δ ⇒
∫
E

|f |dµ ≤ ε

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��®Ë @ È@ �ð

��YË@ 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ fn : X → C 	áº�JË (6

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �é«ñÒm.× ù
 ë

�éK. PA
��®�JÓ fn A�îD


	̄ 	àñº�K ú

�æ
�
Ë @  A

��®�	JË @ �é«ñÒm.×
�	à

@ 	á��
K.
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�	à

@ 	á��
K. f 	áÓ ÐA �	¢�J 	K A�K. H. PA

��®�J��K fn
�	à

@ ð µ(X) <∞

�	à

@ 	�Q�� 	® 	JË

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ

µ(X) =∞ 	àA
�
¿ 	à@�

�éjJ
m�� 	àñº�K B
�
Y�̄ �éj. J


���	JË @ è 	Yë �	à

@ 	á��
K. ð

é�	K

@ 	á��
K. f ∈ L1(X) 	áº�JË (7

|
∫
X

fdµ| ≤
∫
X

|f |dµ

A�	JË ð fg ∈ L1(X)
�	àA�
	̄
g2 ∈ L1(X) ð f 2 ∈ L1(X) �I	KA

�
¿ 	à@� é�	K


@ 	á��
K.

|
∫
X

fgdµ|2 ≤ (

∫
X

|f |2dµ)(

∫
X

|g|2dµ)

©£A
��®�K ø



@ Gδ ù
 ë

�éÊ���JÓ f A�îD

	̄ 	àñº�K ú ��æ

�
Ë @ Cf  A

��®�	JË @ �	à

@ 	á��
K. f : R→ R 	áº�JË (8

ú ��æ
�
Ë @ Cf  A

��®�	JË @ �IJ
m�'. f : R→ R �éË @ �X Yg. ñ�K Éë �ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒj. ÖÏ YªÊË� ÉK. A
��̄

Q ù
 ë
�éÊ���JÓ f A�îD


	̄ 	àñº�K

x = Σ∞n=1
an

3n
�IJ
m�'. {0, 1, 2} 	áÓ (an)

�éªK. A
��J��JÓ Yg. ñ�K x ∈ [0, 1]

�
É¾Ë �	à


@ 	á��
K. (9

ú

	̄ 	á�
�J

	®Ê�J	m× 	á�
�JK. A
��J» x ∈ [0, 1] X �YªÊË� 	àñº�K ú ��æÓ 3 �A ��


B@ ú


	̄
x

�éK. A
��J» ù
 ë è 	Yë

. �YªÊË� ÉK. A
��̄ Q�


	« [0, 1]
�	à

@ i. �J 	J

���@� . 3 �A ��

B@

[0, 1] ú

	̄ éÒ

��Ò�JÓ ð �YªÊË� ÉK. A
��̄ Q�


	« �@�Q��Ó C = {x = Σ∞n=1
an

3n , an ∈ {0, 2}}
�	à

@ 	á�
K.

.3 �A ��

B@ ú

�	̄
Cantor Pñ�J 	KA

�
¿ �é«ñÒm.× C ù

��Ò�	� . Yg@ �ð é�K @ �Q�� 	̄ Èñ£ ¨ñÒm.× hñ�J 	®Ó ñë

an = 1 Yg. ñK
 ÕË 	à@� N(x) =∞ 	áº�JË x = Σ∞n=1
an(x)

3n
, 3 �A ��


B@ ú


	̄
x

�éK. A
��J»

�
É¾Ë

@
�	X @� bn(x) = an(x)

2
	áº�JË ½Ë 	X ø �Y« A �ÒJ


	̄
an(x) = 1 �IJ
m�'. n ÉJ
Ë

�X Q 	ª�

@ ñë N(x) ð

�	à

@ 	á��
K. bN(x) = 1 ð n < N(x) �I	KA

�
¿

f(x) =

N(x)∑
n=1

bn(x)

2n
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�éË @
��YË@ è 	Yë C Õ

��Ô�JÓ 	áÓ �èQ�� 	̄
�
É¿ ú

�
Î« �é�JK. A

��K ð [0, 1] ú
�
Î« �èYK� @

�	Q��Ó ð �éÊ���JÓ �éË @ �X ù
 ë
Pñ�J 	J» �éË @ �X ù

��Ò���

I
�èQ�� 	̄

�
É¾Ë ��

���®m�'
 ��A�K. ñË �A�J

�̄ ù

��Ò��
 µ �A�J

�̄ Yg. ñK
 (R,BR) ú

�
Î« é�	K


@ 	¬Qª	K (10

. I �èQ�� 	®Ë @ Èñ£ ñë µ(I)
�	àA�
	̄

��
���®m��' ð �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ 	àñº�K R 	áÓ A YªÊË�
�éÊK. A

��̄ �é�J
K� 	Qk.
�é«ñÒm.×

�
É¿ �	à


@ �I�. �K


@ (@

YªÊË�
�éÊK. A

��̄ Q�

	« [0, 1] \Q

�	à

@ i. �J 	J

���@� . µ(A) = 0

ø
 ðA
���


∫ 1

0
f(t)dt 	àA �Üß
P ÉÓA

�
¾�K �	à


@ 	á��
K. A�J
ª¢

�®Ó �éÊ���JÓ f : R→ R 	áº�JË (H.∫
R fχ[0,1]dµ

ÐA��JË @ �A�J
�®Ë @
�	àA�
	̄ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �éË @ �X f : X → [0,+∞] �I	KA
�
¿ @

�	X @� é�	K

@ 	¡kC

� 	K∫
A

fdµ = 0⇔ µ({x ∈ X, f(x) > 0}) = 0

ÉÓA
�
¾��JË @ Y 	J« A�êÊÒî 	E 	à


@ 	áºÖß
 Q 	®� A�îD�A�J


�̄ ú ��æË @ �HA �«ñÒj. ÖÏ @
�	àA�
	̄ �Õç�' 	áÓ ð

	K
Qª�K
(almost every where = a.e.)  A

��®�	JË @ ©J
Ôg. ú
�	̄ A�J. K
Q

�®�K ��
���®j�J��K P �é�J
�A

�	mÌ'@ �	à

@ Èñ�® 	K

Q 	®� ñë P A�îD

	̄ ��

���®j�J��K B
�
ú ��æË @ �é«ñÒj. ÖÏ @ �A�J


�̄ 	àA
�
¿ 	à@�

¡�® 	̄ ð @
�	X @�

∫
E

|f |dµ = 0
�	àA�
	̄ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �éË @ �X f : X → [−∞,+∞] �I	KA
�
¿ @

�	X @� C
��JÔ 	̄

 A
��®�	JË @ ©J
Ôg. ú

�	̄ A�J. K
Q
�®�K Q 	®�Ë@ ø
 ðA

���� f �I	KA
�
¿ @

�	X @�
f ð f = g a.e.

��
���®m��' �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ Q�

	« g : X → [0,+∞] �IË@ �X �	à


@ É�m�'
 Y�̄

A�	Jë B
� 	�ðQ 	®ÖÏ @ 	áÓ g? ÉÓA

�
¾�K ú

�
Î« ú
¾m

� 	' 	à

@ A �ëY	J« 	áºÖß
 Éê 	̄ ÉÓA

�
¾�JÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X

	á�
�J
ËA
���JË @ �é�K
Q 	¢	JË @ ð 	K
Qª�JË @

�é�J
Òë

@ 	PQ�. �K
	K
Qª�K

A�îD�A�J

�̄ �é«ñÒm.× 	áÓ �é�J
K� 	Qk.

�é«ñÒm.×
�
É¿ �I	KA

�
¿ @

�	X @� ÐA��K �A
��®Ó ZA �	� 	̄

(X,A, µ)
�	à

@ Èñ�® 	K
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�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ Q 	®�

g : X → [0,+∞] �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X f : X → [0,+∞] �I	KA

�
¿ @

�	X @� ÐA��K �A
��®Ó ZA �	� 	®J


	̄

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X g 	àñº�K A �Ò�Jm 	̄ f = g a.e.

��
���®m��' �éË @ �X
�é�K
Q 	¢	�

ð A ∈ A Yg. ð @
�	X @� ¡�® 	̄ ð @

�	X @� E ∈ A
∗ �	à


@ É�® 	JË �A

��®Ó ZA �	� 	̄
(X,A, µ) 	àA

�
¿ @

�	X @�
. µ ∗ (E) = µ(B)

	¬�Qª	K A �ëY	J« µ(B \ A) = 0 ð A ⊂ E ⊂ B �IJ
m�'. B ∈ A

ÐA��K �A
��®Ó ZA �	� 	̄ 	àñºK
 (X,A∗, µ∗)

�	àA�
	̄

�é�K
Q 	¢	JË @ 	àA �ëQK.
{A,B,A1, B1} ⊂ A �I	KA

�
¿ 	à@� é�	K


@ ½Ë 	X A∗ ú

�
Î« 	K
Qª

��JË @ �é 	J�k µ
�	à

@ 	¡kC

� 	K (1
�	àA�
	̄
µ(B1 \ A1) = 0 ð A1 ⊂ E ⊂ B1 ð µ(B \ A) = 0 ð A ⊂ E ⊂ B

��
���®m��'

µ(A) ≤ µ(B1) = µ(A1) ≤ µ(B) = µ(A)

µ(B) = µ(B1) = µ∗(E) @
�	X @�

�	à

@ i. �J

	�J

	̄ A \ A∗ ø



@ E ∈ A∗ @

�	X @� µ(E \ E) = 0 ð ∀E ∈ A, E ⊂ E A�	KY 	J« (2
X ∈ A∗

µ(B \ A) = 0 ð A ⊂ E ⊂ B �IJ
m�'. {A,B} ∈ A Yg. ñK
 @
�	X @� , E ∈ A

∗ 	áºJ
Ë (3

Ec ∈ A∗ @
�	X @� µ(Ac \Bc) = 0 @

�	X @� , A
c \Bc = B \ A A�	JË ð Bc ⊂ Ec ⊂ Ac @

�	X @�
�IJ
m�'. {An, Bn} ∈ A Yg. ñK
 n ∈ N

�
É¾Ë� @

�	X @� ∀n ∈ N, En ∈ A∗ 	áº�JË (4

@
�	X @� µ(Bn \ An) = 0 ð An ⊂ En ⊂ Bn⋃

n∈N

An ⊂
⋃
n∈N

En ⊂
⋃
n∈N

Bn

µ((
⋃
n∈N

Bn) \ (
⋃
n∈N

An)) ≤
∑

µ(Bn \ An) = 0 A�	JË ð

�éÊ� 	® 	JÓ 	àñº�K An
�	àA�
	̄

(m 6= n⇒ En
⋂
Em = Φ)

�éÊ� 	® 	JÓ En �éªK. A
��J��JÖÏ @ �I	KA

�
¿ 	à@� ð
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µ∗(
⋃
n∈N

En) = µ(
⋃
n∈N

An) =
∞∑
n=1

µ(An) =
∞∑
n=1

µ(En)

��
���®m�'
 B ∈ A Yg. ñK
 é�	K A�

	̄
E ′ ⊂ E ð µ ∗ (E) = 0 ð E ∈ A∗ 	àA

�
¿ @

�	X @� : ÐA �Ò��JË
�
@ (5

E ′ ∈ A∗ @
�	X @� µ(B \ ∅) = 0 ð ∅ ⊂ E ′ ⊂ B @

�	X @� µ(B) = 0 ð E ⊂ B

	áK
PA �Ü
�ß

É¾Ë �IJ
m�'. C 	áÓ �é�®Ê 	ªÓ �é«ñÒm.× S ð µ(X) <∞ �IJ
k f ∈ L1(X)
�	à

@ 	�Q�� 	® 	JË (1

	àñºK
 µ(E) > 0
��
���®m��' E �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �é«ñÒm.×

1

µ(E)

∫
E

fdµ ∈ S

�	à

@ 	á��
K.

f(x) ∈ S, a.e.
	àA
�
¿ 	à@� é�	K


@ 	á�
K.

|
∫
X

fdµ| =
∫
X

|f |dµ

�IJ
m�'. α ∈ C Yg. ñ�K é�	K A�
	̄

αf = |f |, a.e.
��
���®m��' �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ An 	áº�JË (2∑

µ(An) <∞

An 	áÓ úæ�î �D 	JÓ X �Y« ú
�
Í@� ù

�Ò�J 	�K
 x ∈ X
�
É¿ A�J. K
Q

�®�K é�	K A�
	̄

g ð �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X f : X → [−∞,+∞] ð ÐA��K �A

��®Ó ZA �	� 	̄
(X,A∗, µ) 	áºJ
Ë (3

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X 	àñº�K g �	àA�

	̄  A
��®�	JË @ ©J
Ôg. ú

�	̄ A�J. K
Q
�®�K f ø �ðA ���� �éË @ �X

�HA �	¢kC
�
ÖÏ @ 	�ªK. (4

�	à

@ ÈA

��JÖß. 	á��
K. (

@
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lim inf xn 6= inf{xn, n ∈ N}
	K
Qª�K Yg. ð


@ (xn)n∈N 	áÓ �é�J
K� 	Qk.

�éªK. A
��J��JÖÏ Yg Q 	ª�


@ ñë lim inf xn

�	à

@ 	á��
K. (H.

lim sup X �YªÊË� éK. A
���Ó

. ∫
fgdµ = (

∫
fdµ)(

∫
gdµ)

�	à

@ iJ
m�� Éë (h.

iJ
m�� Éë
∫
E

fdµ <∞ �IJ
m�'. �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X f : X → [0,+∞] �I	KA

�
¿ @

�	X @� (X

ψ ≥ f
��
���®m��' ψ �é¢J
��.

�éË @ �X Yg. ñ�K é�	K

@

É�J
 	̄ ½ÊÖÏ @ �éªÓA �g.
2 ù


�®J

�®k ÉJ
Êm�

��' ÐñÊªË@ �éJ
Ê¿

1425 	àA �	�ÓP 18 È �ð

B@ É� 	®Ë@ �HA�J
 	�A�K
QË @ Õæ��̄

ú


Í 	Q 	�Ó 	�Q 	̄

x = Σ∞n=1
an

3n
�IJ
m�'. {0, 1, 2} 	áÓ (an)

�éªK. A
��J��JÓ Yg. ñ�K x ∈ [0, 1]

�
É¾Ë �	à


@ 	á��
K. (1

ú

	̄ 	á�
�J

	®Ê�J	m× 	á�
�JK. A
��J» x ∈ [0, 1] X �YªÊË� 	àñº�K ú ��æÓ 3 �A ��


B@ ú


	̄
x

�éK. A
��J» ù
 ë è 	Yë

. �YªÊË� ÉK. A
��̄ Q�


	« [0, 1]
�	à

@ i. �J 	J

���@� . 3 �A ��

B@

ú

	̄ éÒ

��Ò�JÓ ð �YªÊË� ÉK. A
��̄ Q�


	« �@�Q��Ó C = {x = Σ∞n=1
an

3n , an ∈ {0, 2}}
�	à

@ 	á�
K. (2

. Cantor Pñ�J 	J
�
» �é«ñÒm.× C ù

��Ò�	� . Yg@ �ð é�K @ �Q�� 	̄ Èñ£ ¨ñÒm.× hñ�J 	®Ó ñë [0, 1]

Yg. ñK
 ÕË 	à@� N(x) =∞ 	áº�JË x = Σ∞n=1
an(x)

3n
, 3 �A ��


B@ ú


	̄
x

�éK. A
��J»

�
É¾Ë (3

	áº�JË ½Ë 	X ø �Y« A �ÒJ

	̄
an(x) = 1 �IJ
m�'. n ÉJ
Ë

�X Q 	ª�

@ ñë N(x) ð an = 1

�	à

@ 	á��
K. bN(x) = 1 ð n < N(x) �I	KA

�
¿ @

�	X @� bn(x) = an(x)
2

f1(x) =

N(x)∑
n=1

bn(x)

2n

�éË @
��YË@ è 	Yë C Õ

��Ô�JÓ 	áÓ �èQ�� 	̄
�
É¿ ú

�
Î« �é�JK. A

��K ð [0, 1] ú
�
Î« �èYK� @

�	Q��Ó ð �éÊ���JÓ �éË @ �X ù
 ë
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.Pñ�J 	J» �éË @ �X ù
��Ò���

[0, 1] 	áÓ ( é�ñºªÓ ð ñë É���JÓ Q 	£A�	J�K) Ð 	Q 	̄PñÓñÒë f(x) = x+ f1(x)
�	à

@ 	á��
K. (4

. [0, 2] ú
�
Í@�

µ(]a, b[) = b− a �IJ
m�'.
�é�J
ËPñJ. Ë @ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ ú

�
Î« 	¬�QªÖÏ @ YJ
kñË@ �A�J


�®Ë @ µ 	áºJ
Ë (5

µ(f(C)) = 1
�	à

@ 	á��
K.

ÉK. A
��̄ Q�


	« f(A) �IJ
m�'. A ⊂ C
�é�J
K� 	Qk.

�é«ñÒm.× Yg. ñ�K é�	K

@ 	á��
K. f �ñºªÓ g 	áº�JË (6

ÐA��K Q�

	« (R,B, µ)

�	à

@ i. �J 	J

���@� �A�J

�®ÊË�

É�J
 	̄ ½ÊÖÏ @ �éªÓA �g.
2 ù


�®J

�®k ÉJ
Êm�

��' ÐñÊªË@ �éJ
Ê¿

1425 	àA �	�ÓP 18 È �ð

B@ É� 	®Ë@ �HA�J
 	�A�K
QË @ Õæ��̄

PA�J. �J 	k@� h.
	XñÖ 	ß

�éÓ 	QÊÖÏ @ 	áÓ È@ �ñ �� (1

( �èQ¢J
�ÖÏ @
�éË @

��YË
�
@ ) ��A�K. ñË

�é�K
Q 	¢	� ð ñ�J 	̄ �éK
YJ
êÖ
�ß 	àA �ëQK. ð ��	� A �Ó

�éÓ 	QÊÖÏ @ 	áÓ 	áK
QÖ
�ß (2

É¾Ë �IJ
m�'. C 	áÓ �é�®Ê 	ªÓ �é«ñÒm.× S ð µ(X) <∞ �IJ
k f ∈ L1(X)
�	à

@ 	�Q�� 	® 	JË

	àñºK
 µ(E) > 0
��
���®m��' E �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �é«ñÒm.×

1

µ(E)

∫
E

fdµ ∈ S

�	àA�
	̄

f(x) ∈ S, a.e.
�IJ
m�'. α ∈ C Yg. ñ�K é�	K A�

	̄ |
∫
X
fdµ| =

∫
X
|f |dµ 	àA

�
¿ 	à@� é�	K


@ 	á�
K.

αf = |f |, a.e.

ú �k. PA
�	g 	áK
QÖ

�ß (3
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	áº�JË ∑∞
n=1 |xn|p <∞ �IJ
m�'. X = (xn)n∈N

�HC
�
�Ê���ÖÏ @ �é«ñÒm.× lp ð p ≥ 1 	áº�JË

ñë X PA�J
ªÓ

||X||p = (
∞∑
n=1

|xn|p <∞)
1
p

. é �® 	̄ @ �QÓ Yg. ð

@ ð (ÉÓA

�
¿ ð ø
 PA

�J
ªÓ) pA�	JK. Z A
�	� 	̄

(lp, ||X||p)
�	à

@ 	á��
K.

��A�K. ñË �A�J
�̄

ú �k. PA
�	mÌ'@ �A�J
�®Ë @

l(In) 	áºJ
Ë ð A ⊂
⋃
n∈N

In
�YªÊË�

�éÊK. A
��̄ �ékñ�J 	®Ó �H@ �Q�� 	®K. A

�éJ
¢
	«

@ YÒ�Jª 	JË A ⊂ R

�
É¾Ë�

ñë A
�é«ñÒj. ÒÊË� ú �k. PA

�	mÌ'@ �A�J

�®Ë @ In �èQ�� 	®Ë @ Èñ£

m∗(A) = inf
A⊂

⋃
In

∞∑
n=1

l(In)

�HA �	¢kC
�
Ó

m∗(Φ) = 0 Q 	®� ñë �é 	«PA
�	®Ë @ �é«ñÒj. ÒÊË� ú �k. PA

�	mÌ'@ �A�J

�®Ë
�
@ (1

m∗(A) ≤ m∗(B)
�	àA�
	̄
A ⊂ B @

�	X @� (2

é�	K

@ ½Ë 	X m∗(A) = 0

�	àA�
	̄
A = {an, n ∈ N∗} �YªÊË�

�éÊK. A
��̄ ð


@ �éJ
î �D 	JÓ A �I	KA

�
¿ @

�	X @� (3

@
�	X @� an ∈]an − ε

2n , an + ε
2n [

�	àA�
	̄
ε > 0

�
É¾Ë

0 ≤ m∗(A) ≤ 2Σ
ε

2n
= 2ε

ð @
�	X @�

�YªÊË�
�éÊK. A

��̄ Q�

	« �èQ�� 	®Ë @ 	àñº�K ��J.� A��ÜØ� ð A�êËñ£ ñë m∗(I) A�	JË I �èQ�� 	̄

�
É¾Ë (4

Q 	®��. ��
Ë A�êËñ£ 	àA
�
¿ @

�	X @� ¡
�® 	̄

:
�é�K
Q 	¢	�

�	àA�
	̄ R 	áÓ �é�J
K� 	Qm.Ì'@ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ An �I	KA
�
¿ @

�	X @�
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m∗(
⋃
n∈N

An) ≤
∞∑
n=1

m∗(An)

. A��J
îE
YK.
�é�®
���®j��JÓ 	àñº�K �é�K
Q 	¢�	JË @ �	àA�

	̄
m∗(An) =∞ �IJ
m�'. n ∈ N Yg. ð 	à@� : 	àA �ëQK.

In,i, i ∈ N ZA �¢ 	« Yg. ñK
 ε > 0
�
É¾Ë é�	K A�

	̄ ∀n ∈ N,m∗(An) <∞ 	àA
�
¿ @

�	X @� A
��Ó

@

�IJ
m�'.
�ékñ�J 	®Ó �H@ �Q�� 	®K. An

�é«ñÒj. ÒÊË�
∞∑
i=1

l(In,i) ≤ m∗(An) +
ε

2n

�	àA�
	̄ ⋃
n∈N

An ⊂
⋃

n∈N,i∈N

In,i
�	à

@ A �Üß.

m∗(
⋃
n∈N

An) ≤
∑
n,i

l(In,i) =
∑
n

∑
i

l(In,i) ≤
∑
n

m∗(An)+
ε

2n
= (

∑
n

m∗(An))+ε

ú
�
ÍA
���JË @  Qå��Ë @ ��

���®m��' 	à@�
��A�K. ñË Y 	J« �A�J


�®Ë� ÉK. A
��̄
A ⊂ R

�	à

@ Èñ�® 	K :

	K
Qª�K
∀B ⊂ R, m∗(B) = m∗(B

⋂
A) +m∗(B

⋂
Ac)

A �Ü ß�@
�X é�	K


@ ø �Q 	K �é�®K. A

���Ë@ �é�K
Q 	¢�	JË @ ú
�
Î« XA �Ò�J«B� AK.

(1 : �HA �	¢kC
�
Ó

m∗(B) ≤ m∗(B
⋂

A) +m∗(B
⋂

Ac)

ú
�
ÍA
���JË @  Qå��Ë @ ��

���®m��' 	à@�
��A�K. ñË Y 	J« �A�J


�®Ë� ÉK. A
��̄
A ⊂ R @

�	X @�
∀B ⊂ R, m∗(B) ≥ m∗(B

⋂
A) +m∗(B

⋂
Ac)

�A�J

�®ÊË� ÉK. A

��̄ 	àñºK
 A
�	àA�
	̄
m∗(A) = 0 	àA

�
¿ 	à@� C

��JÔ 	̄

@
�	X @� ¡�® 	̄ ð @

�	X @� �A�J

�®Ë� ÉK. A

��̄ 	àñºK
 A ⊂ R
�	àA�
	̄ 	K
Qª

��JË @ ú
�	̄ Xñk. ñÖÏ @ Q 	£A�	J��JÊË� @ �Q 	¢ 	� (2

�A�J

�®Ë� ÉK. A

��̄
Ac 	àA

�
¿

�ZA �	� 	̄ 	àñºK
 (R,M,m∗)
�	àA�
	̄ �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @ �HA �«ñÒj. �ÜÏ @
�é«ñÒm.× M 	áº�JË :

�é�K
Q 	¢	�
��A�K. ñË ZA �	� 	̄ ù �Ò��
 A �ÓA��K A ��A

��®Ó
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É¾Ë é�	K

@ ½Ë 	X (E1

⋃
E2) ∈M

�	àA�
	̄
E2 ∈M ð E1 ∈M 	àA

�
¿ @

�	X @� (1 : 	àA �ëQK.�	àA�
	̄
A ⊂ R

A
⋂

(E1

⋃
E2) = (A

⋂
E1

⋂
E2)

⋃
(A

⋂
E1

⋂
Ec

2)
⋃

(A
⋂

E2

⋂
Ec

1)

@
�	X @�

m∗(A
⋂

(E1

⋃
E2))+m

∗(A
⋂

(E1

⋃
E2)

c) ≤ m∗((A
⋂

E1)
⋂

E2)+m
∗((A

⋂
E1)

⋂
Ec

2)

+m∗(A
⋂
E2

⋂
Ec

1) +m∗(A
⋂
Ec

2

⋂
Ec

1) = m∗(A
⋂
E1) +m∗(A

⋂
Ec

1) = m∗(A)

E ∈M⇒ Ec ∈M
�	à

@ ð φ ∈M

�	à

@ 	¬Qª	K (2

	áº�JË (
⋃
n∈N

En) ∈M
�	à

@ 	á��
J. 	JË

�éÊ� 	® 	JÓ �éªK. A
��J��JÓ ∀n ∈ N, En ∈M 	áº�JË (3

�	àA�
	̄
k ∈ N É¾Ë ð A ⊂ R É¾Ë Fk =

⋃
n≤k En

m∗(A) = m∗(A
⋂

Fk) +m∗(A
⋂

F c
k ) ≥

k∑
n=1

m∗(A
⋂

En) +m∗(A
⋂

(
⋃
n∈N

En)c)

@
�	X @�

m∗(A) ≥
∞∑
n=1

m∗(A
⋂

En)+m∗(A
⋂

(
⋃
n∈N

En)c) ≥ m∗(A
⋂

(
⋃
n∈N

En))+m∗(A
⋂

(
⋃
n∈N

En)c)

A = (
⋃
n∈N

En) 	àñº�K A �ÓY 	J« 3 ú
�	̄ è A�	J�. �J» A �Ó A�	J �®J.£ @

�	X @� ,�A�J

�̄
m∗

�	à

@ 	á��
J. 	JË (4

ú
�
Î« É ��j�J 	K

m∗(
⋃
n∈N

En) ≥
∞∑
n=1

m∗(En)

A�	J��
K. 	á�
g
	Y 	JÓ
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m∗(
⋃
n∈N

En) ≤
∞∑
n=1

m∗(En)

@
�	X @�

m∗(
⋃
n∈N

En) =
∞∑
n=1

m∗(En)

A �ÓA��K A ��A
��®Ó �ZA �	� 	̄ 	àñºK
 (R,M,m∗)

�	àA�
	̄
m∗(E) = 0⇒ E ∈M

�	à

@ A �Üß. ð

�
É¾Ë ð (R,M,m∗) Y��®	K A

��	K A�
	̄ �éÊJ
J.

�®Ë @ ð

@ �A�J


�®Ë @ Q» 	X R ú
�
Î« A�	JÊÒë


@ @

�	X @� ù
��®J. �K A �Ó ú

�	̄

m(E) I. �Jº	K m∗(E) 	á« A �	�ñ« E ∈M

ú
�
ÍA
���JË @  Qå��Ë @ ��

���®m��' @
�	X @� ¡

�® 	̄ ð @
�	X @� �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄
f : R→ [−∞,+∞] 	àñº�K C

��JÔ 	̄

∀α ∈ Q, {x ∈ R, f(x) > α} ∈ M

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ 	àñº�K �é�J
ËPñK.

�é«ñÒm.×
�
É¿ :

�é�K
Q 	¢	�
BR ⊂M

	àA �ëQK.
�	à

@ 	á��
J. 	K 	à


@ ù


	®ºK

�éÊJ
J.

��̄ M ð ]a,∞[, a ∈ R ú
�
Î« ø
 ñ

�Jm��' �éÊJ
J.
�̄ Q 	ª�


@ ù
 ë BR

�	à

@ A �Üß.

�	à

@ �ú
æîE
YJ.

	̄
m∗(A) =∞ 	àA

�
¿ 	à@� A ⊂ R 	áºJ
Ë .�A�J


�®Ë� ÉK. A
��̄

]a,∞[
�
É¿

m∗(A) ≥ m∗(A
⋂

]a,∞[) +m∗(A
⋂

]−∞, a])

�H@ �Q�� 	̄ 	áÓ A
�é«ñÒj. ÒÊË� {In} ZA �¢ 	« Yg. ñK
 ε > 0

�
É¾Ê 	̄ m∗(A) <∞ 	àA

�
¿ @

�	X @� A
��Ó

@ .

�IJ
m�'.
�ékñ�J 	®Ó

Σl(In) ≤ m∗(A) + ε

ù

�¢ 	ª�K I ′′n = In

⋂
]a,+∞] ð A

⋂
]−∞, a] ù


�¢ 	ª�K I ′n = In
⋂

]−∞, a] @
�	X @�

@
�	X @� A

⋂
]a,∞[

31



m∗(A
⋂

]−∞, a])+m∗(A
⋂

]a,∞[) ≤
∑

m∗(I ′n)+m∗(I ′′n) = Σl(In) ≤ m∗(A)+ε

é�	K A�
	̄
ε > 0 ð E ∈M 	áºJ
Ë (R,M,m)

��A�K. ñË ZA
�	� 	̄ ú


	̄ :
�é�K
Q 	¢	�

Xð �ñÊ�JÊË� È �ð

B@ @�

�YJ. ÖÏ
�
@ ) m(O \ E) < ε ð E ⊂ O

��
���®m�'
 R 	áÓ O hñ�J 	®Ó Yg. ñK
 (1

(

m(E \ F ) < ε ð F ⊂ E
��
���®m�'
 R 	áÓ F ��Ê 	ªÓ Yg. ñK
 (2

��
���®m�'
 R Yg. ñK
 ø



@ XðYm× E

�	à

@ B

� �ð

@ 	�Q�� 	® 	JË (@ hñ�J 	®ÖÏ @ Xñk. ð (1 	àA �ëQK.

�ékñ�J 	®Ó �H@ �Q�� 	®K. Z A �¢ 	« Yg. ñK
 ε > 0
�
É¾Ë m(E) = m∗(E)

	K
Qª�K 	áÓ [−R,R] ⊃ E
�	àA�
	̄

In
�èQ�� 	®Ë @ Èñ£ l(In) 	àA

�
¿ @

�	X @�
�IJ
m�'. E ⊂

⋃
n∈N

In
�YªÊË�

�éÊK. A
��̄

. 	�Q 	ªÊK. ù

	®K
 O =

⋃
n∈N In @

�	X @� m(E) ≤ ε+
∑∞

n=1 l(In)

@ �XðYm× 	àñºK
 En = E
⋂

]n, n+ 1]
�	àA�
	̄ Z 3 n

�
É¾Ê 	̄ @ �XðYm× Q�


	« E 	àA
�
¿ @

�	X @� A
��Ó

@ (H.

ð On ⊃ En hñ�J 	®Ó Yg. ñK

�é�®K. A

���Ë@ �éÊgQÖÏ @ 	áÓ @
�	X @� M3 En

��
���®m�'
 ð

@
�	X @� O =

⋃
n∈Z

On
	áºJ
Ë m(On \ En) < ε

3.2|n|

m(O \ E) ≤
∑
n∈Z

m(On \ En) ≤
∑
n∈Z

ε

3.2|n|
≤ ε

ð Ec ⊂ O
��
���®m�'
 O hñ�J 	®Ó Yg. ñK


�é�®K. A
���Ë@ �éÊgQÖÏ @ 	áÓ Ec ∈M

�	à

@ A �Üß. (2

�	à

@ 	¡kC

� 	K F ⊂ E
�ú 	̄� A

�
¾�K Ec ⊂ O A�	JË F = Oc 	áºJ
Ë m(O \ Ec) < ε

m(E \ F ) = m(O \ Ec) < ε @
�	X @� E \ F = O

⋂
E ½Ë 	Y» ð O \ Ec = O

⋂
E

	áÓ �éªK. A
��J��JÓ Yg. ñ�K é�	K A�

	̄
E ∈M 	áºJ
Ë (R,M,m)

��A�K. ñË ZA �	� 	̄ ú

	̄ :

�é�K
Q 	¢	�
m((

⋂
n∈N

Gn) \ E) = 0 ð E ⊂
⋂
n∈N

Gn
��
���®m��' �ékñ�J 	®Ó Gn

�HA �«ñÒm.×

ð E ⊃
⋃
n∈N

Fn
��
���®m��' �é�®Ê 	ªÓ Fn

�HA �«ñÒm.× 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ Yg. ñ�K A �Ò»

m(E \ (
⋃
n∈N

Fn)) = 0

32



ð E ⊂ Gn hñ�J 	®Ó Yg. ñK
 N 3 n
�
É¾Ë �é�®K. A ��Ë@

�é�K
Q 	¢	JË @ 	áÓ : 	àA �ëQK.
@
�	X @� m((

⋂
n∈N

Gn) \ E) <
1

n

�	àA�
	̄ N 3 n

�
É¾Ë @

�	X @� m(Gn \ E) < 1
n

ð Fn ⊂ E
��
���®m�'
 R 	áÓ Fn ��Ê 	ªÓ Yg. ñK
 N 3 n

�
É¾Ë é�	K


@ A �Ò» m((

⋂
n∈N

Gn) \ E) = 0

@
�	X @� m(E \ (

⋃
n∈N

Fn)) ≤ m(E \ Fn) <
1

n

�	àA�
	̄ N 3 n

�
É¾Ë @

�	X @� m(E \ Fn) < 1
n

m(E \ (
⋃
n∈N

Fn)) = 0

A �Ò» �é�®Ê 	ªÓ �HA �«ñÒj. ÖÏ YªÊË� ÉK. A
��̄ XA�m��' @�

�
É¿ Fσ ù


�Ò�	� ú
k. ñËñK. ñ
�K ZA �	� 	̄ ú


	̄ :
�é 	¢kC

�
Ó

ú

	̄ é�	K


@ ú

�
Î« ��	J�K �é�®K. A ��Ë@

�é�K
Q 	¢	JË
�
@ . �ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒj. ÖÏ YªÊË� ÉK. A

��̄ ©£A
��®�K

�
É¿ Gδ ù


�Ò�	�
A �Ò» Fσ ¨ñ	K 	áÓ F

�é«ñÒm.× Yg. ñ�K E ∈M
�
É¾Ë (R,M,m)

��A�K. ñË ZA �	� 	̄

m(G \ F ) = 0 ð F ⊂ E ⊂ G �IJ
m�'. Gδ ¨ñ	K 	áÓ G �é«ñÒm.×Yg. ñ�K

ð m(K) = 1
��
���®m�'
 [0, 2] 	áÓ K �@�Q��Ó Yg. ñK
 é�	K


@ 	á�
K.

�é�®K. A ��Ë@
�é�K
Q 	¢	JÊË�

��J
J.¢�J»
	̈ PA

�	̄ Q�

	« K +K É 	g@ �X �	à


@ 	á�
K.

	̈ PA
�	̄
K É 	g@ �X

( Lusin �é�K
Q 	¢	� ð

@ Xð �ñÊ�JÊË� ú


	G A
���JË @ @�

�YJ. ÖÏ
�
@ ) :

�é�K
Q 	¢	�
ε > 0

�
É¾Ê 	̄ ��A�J. Ë �A�J


�®Ë �éÊK. A
��̄ �éË @ �X f : [a, b]→ R 	áº�JË (R,M,m)

��A�K. ñË ZA �	� 	̄ ú

	̄

m({x ∈ [a, b]; f(x) 6= g(x)}) ≤ ε �IJ
m�'. [a, b] ú
�
Î« �éÊ���JÓ g �éË @ �X Yg. ñ�K

( Egoroff �é�K
Q 	¢	� ð

@ Xð �ñÊ�JÊË� �IËA

���JË @ @�
�YJ. ÖÏ

�
@ ) :

�é�K
Q 	¢	�
	áº�JË (m(E) <∞) ú
æî

�D 	JÓ é�A�J

�̄ ð E ∈M 	áºJ
Ë (R,M,m)

��A�K. ñË ZA �	� 	̄ ú

	̄

�
É¾Ê 	̄ f �éË @ �X 	áÓ E  A

��® 	K ©J
Ôg. ú

	̄ A�J. K
Q

�®�K H. PA
��®�J��K È@ �ðYË@ 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ fn : E → R

ÐA �	¢�J 	K AK. H. PA
��®�J��K (fn)

�éªK. A
��J��JÖÏ @ ð m(A) ≤ ε �IJ
m�'. �A�J


�®ÊË� ÉK.� A
��̄
A ⊂ E Yg. ñK
 ε > 0

f 	áÓ E \ A ú
�
Î«

�YªÊË� ÉK. A
��̄ XA�m�

��' @� A�J. K
Q
�®�K ù
 ë �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �é«ñÒm.×
�
É¿ �	à


@ Èñ�®K
 Xð �ñÊ�JÊË� È �ð


B@ @�

�YJ. ÖÏ @

A
��Ó

@ �éÊ���JÓ �éË @ �X A�J. K
Q

�®�K ù
 ë �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �éË @ �X

�
É¿ �	à


@ Èñ�®K
 Xð �ñÊ�JÊË� ú


	G A
���JË @ @�

�YJ. ÖÏ @ �H@ �Q�� 	®Ë
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Ñ 	¢�J 	JÓ H. PA
��®�K A�J. K
Q

�®�K ñë a.e. H. PA
��®�K

�
É¿ �	à


@ Èñ�®J


	̄ Xð �ñÊ�JÊË� �IËA
���JË @ @�

�YJ. ÖÏ @
�
É¾Ë é�	K


@ 	¡kC

� 	K (R,M,m)
��A�K. ñË ZA �	� 	̄ ú


	̄ :
��A�K. ñË �A�J
�®Ë �éÊK. A

��̄ Q�
 	« �é«ñÒm.×
ø
 ðA

���
 I
�èQ�� 	̄

�
É¿ Èñ£ �	à


@ ½Ë 	X m(E) = m(a+ E)

�	àA�
	̄ R 3 a

�
É¾Ë ð E ∈M

	áºJ
Ë ð E ⊂
⋃
n∈N

In
�YªÊË�

�éÊK. A
��̄ �ékñ�J 	®Ó �H@ �Q�� 	®K. E

�éJ
¢
	«

@ YÒ�Jª 	JË a+ I

�èQ�� 	®Ë @ Èñ£

ñë E
�é«ñÒj. ÒÊË� ú �k. PA

�	mÌ'@ �A�J

�®Ë @ In

�èQ�� 	®Ë @ Èñ£ l(In)

m(E) = m∗(E) = inf
E⊂

⋃
In

∞∑
n=1

l(In) = inf
a+E⊂

⋃
(a+In)

∞∑
n=1

l(a+ In) = m(a+ E)

	¬ñ 	®� Q 3 x− y @
�	X @� ¡�® 	̄ ð @

�	X @� x ∼ y
�	à

@ Èñ�® 	K ∼ ñ

�	̄ A
�
¾��JË @ �é�̄C

�
« R ú

�
Î« 	¬Qª	JË

' @ �Qå� 	J« PA��J	m� 	' R
Q 3 x

�
É¿ 	áÓ x = x+ Q ñë x

�	� �	àA�
	̄ R 3 x

�
É¾Ë R

Q ù
 ë
ñ
�	̄ A
�
¾��JË @

	áÓ E �é«ñÒm.× 	à �ñº�K �é�®K
Q¢Ë@ è 	YîE.
�èPA��J 	jÖÏ @ �A�	JªË @ è 	Yë �é«ñÒm.× x

⋂
[0, 1[ 	áÓ YJ
kð

�	à

B É� 	® 	JÓ XA�m�

��' @� @
�	Yë ð R =

⋃
q∈Q

q + E
�	à

@ ½Ë 	X ��A�K. ñË �A�J


�®Ë �éÊK. A
��̄ Q�


	« [0, 1[

@
�	X @� q + x = q′ + y �IJ
m�'. E 3 y ð E 3 x Xñk. ð ú
æ

	��J�®�K q + E
⋂
q′ + E 6= ∅

	áÓ ð x = y @
�	X @� YJ
kð @ �Qå� 	J« 	�

�
É¿ 	áÓ A�	KQ�� 	g@� A�	J�	K


@ A �Üß. ð x = y ø



@ Q 3 x− y

�	à

@ 	X @� m(E) > 0 	àA

�
¾Ë ��A�K. ñË �A�J


�®Ë ÉK. A
��̄
E 	àA

�
¿ ñË @

�	X @� q = q′
�	àA�
	̄ Õç�'

�	à

@ B

��
@� m(E) > 0 @

�	X @� ∞ = m(R) =
∑
q∈Q

m(q + E) =
∑
q∈Q

m(E)∑
q∈Q

⋂
[0,1[

m(q + E) =∞.m(E) ≤ 2 @
�	X @� É� 	® 	JÓ XA�m�

��'B� @ ð
⋃

q∈Q
⋂

[0,1[

q + E ⊂ [0, 2]

ÉK. A
��̄ Q�


	« E
�	à

@ i. �J

	�K
 . m(E) > 0
�	à

@ 	áÓ Ð

��Y�®�K A �Ó 	��̄ A�	JK
 @
�	Yë ð m(E) = 0 @

�	X @�
(R,M,m) ú


	̄ �A�J

�®ÊË�

��A�K. ñË �A�J

�®Ë �éÊK. A

��̄ Q�

	« f : R→ R �éË @ �X Yg. ð


@

Õº�KA �	¢kC
�
Ó ©J
Ôg. ð ÈñÊmÌ'@ @ñ

�
Ê�P


@ é 	K A �ëQK. ÈðA �jJ
Ë ð é 	KA �ëQK. �Õ �æK
 �ÕË A �Ó I. ËA

��¢Ë@ X
��YjJ
Ë

�èQ» @
�	YÖÏ @ ú

�
Î« ÉJ
ËX ½Ë 	Y 	̄ �é¢J
��.

�é�J
ªJ.¢Ó ZA �¢ 	k

@ �I	KA

�
¿ ñË ð ú

���æk
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Lp �H@ �ZA �	� 	®Ë @
	K
Qª�K

	¬�Qª	K 0 < p <∞ ð X ú
�
Î« �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �éË @ �X f ð �A
��®Ó ZA �	� 	̄

(X,A, µ) 	áºJ
Ë

||f ||p = (

∫
X

|f |pdµ)
1
p

||f ||p <∞
��
���®m��' 	à@� f ∈ L

p(X)
�	à

@ Èñ�® 	K ð

ñ
�	̄ A
�
¾��JË @ �é�̄C

�
« 	¬�Qª	K Lp(X) ú

�
Î«

f ∼ g ⇔ f = g a.e.

Lp(X) A�îD

�Ò�	� ñ

�	̄ A
�
¾��JË @ 	¬ñ 	®�

�éÊ�JÓ

@

pα < −1 	àA
�
¿ @

�	X @� ¡
�® 	̄ ð @

�	X @� f ∈ L
p([1,∞[)

��
���®m��' f(x) = xα

�éË @ �YË
�
@ (1

ñë f ∈ Lp(N)
�
É¿ �	àA�

	̄
A Qå�A�	J« X �Y« ñë µ(A) �IJ
k (N,P(N), µ) ú

�
Î« (2

��
���®m��' an = f(n)

�éJ.
�
»QÖÏ @ X @ �Y«


B@ 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ

||f ||p = (
∞∑
n=1

|an|p)
1
p <∞

	K
Qª�K
f ∈ L∞(X)

�	à

@ Èñ�® 	K X ú

�
Î« �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄ �éË @ �X f ð �A
��®Ó ZA �	� 	̄

(X,A, µ) 	áºJ
Ë
	¬�Qª	K A �ëY	J« µ({x ∈ X, |f(x)| > M}) = 0 �IJ
m�'. M > 0 Yg. ð 	à@�

||f ||∞ = inf{M ≥ 0, µ({x ∈ X, |f(x)| > M}) = 0}
, �é�®K
Q �¢Ë@ �

	® 	JK.
ñ
�	̄ A
�
¾��JË @ �é�̄C

�
« 	¬�Qª	K L∞(X) ú

�
Î«
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f ∼ g ⇔ f = g a.e.

L∞(X) A�îD

�Ò�	� ñ

�	̄ A
�
¾��JË @ 	¬ñ 	®� �é«ñÒm.×

�éÊ�JÓ

@

L∞(N,P(N), µ) ú
�
Í@� ù
 Ò

�J 	��K B
� 	áºË ð L∞(R) ú

�
Í@� ù
 Ò

�J 	��K f(x) = xχN(x)
�éË @ �YË

�
@ (1

A Qå�A�	J« X �Y« ñë µ(A) �IJ
k
�	àA�
	̄
λ ∈ C

�
É¾Ë ð 0 < p ≤ ∞

�
É¾Ë (2

||λf ||p = |λ|||f ||p
½Ë 	Y» ð

||f ||p = 0⇔ f = 0 a.e.

�é«ñÒm.× ñë L∞(N) 	àñºK
 A Qå�A�	J« X �Y« ñë µ(A) �IJ
k (N,P(N), µ) ú
�
Î« (3

ñë lp
�	à

@ 	á�
g ú


	̄
l∞ A�îD


�Ò�	� �èXðYjÖÏ @ an = f(n)
�éJ.
�
»QÖÏ @ X @ �Y«


B@ 	áÓ �HA �ªK. A

��J��JÖÏ @
Lp(N)

( Holder
�é 	JK
A

�J.
��JÓ) �é�K
Q 	¢	�

�
É¾Ë (1

p
+ 1

q
= 1) é�® 	̄ @ �QÓ q ð 1 ≤ p ≤ ∞ 	áºJ
Ë ð �A

��®Ó ZA �	� 	̄
(X,A, µ) 	áºJ
Ë

A�	JË ð fg ∈ L1(X)
�	àA�
	̄
g ∈ Lq(X)

�
É¾Ë ð f ∈ Lp(X)

||fg||1 ≤ ||f ||p||g||q
	àA �ëQK.

ð fg = 0 a.e. @
�	X @� g = 0 a.e. ð


@ f = 0 a.e.

�	àA�
	̄ ||g||q = 0 ð


@ ||f ||p = 0 	àA

�
¿ @

�	X @��é�J
îE
YK.
�é 	JK
A�J.

��JÖÏ @ A�î 	DJ
k 	àñº�K

A�	JË ð q = 1
�	àA�
	̄
p =∞ 	àA

�
¿ @

�	X @�

|f(x)g(x)| ≤ ||f ||∞|g(x)| a.e.
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ú

	̄ 	àA �ëQ�. Ë @ � 	® 	K . �éËA�mÌ'@ è 	Yë ú


	̄
Holder

�é 	JK
A�J.
��JÓ ú

�
Î« É�j�J 	K 	á�


	̄Q �¢Ë@ ÉÓA
�
¾ 	K A �ÓY 	J«

p = 1 ð q =∞ �éËA �g

@
�	X @� G = |g|

||g||q ð F = |f |
||f ||p

	¬�Qª	J 	̄ 1 < p <∞ 	àA
�
¿ @

�	X @� A
��Ó

@∫

X

F pdµ =

∫
X

Gqdµ = 1

t(x) = qLnG(x) ð s(x) = pLnF (x)
	¬�Qª	JË 0 < FG(x) <∞ ��

���®m�'
 x ∈ X
�
É¾Ë

�	àA�
	̄ �éK.

�Ym× t→ et
�	à

B @ �Q 	¢	�

e
s(x)

p
+

t(x)
q ≤ 1

p
es(x) +

1

q
et(x)

�	à

@ ø



@

F (x)G(x) ≤ 1

p
F p(x) +

1

q
Gq(x)

ú
�
Î« É ��j�J 	K 	á�


	̄Q �¢Ë@ ÉÓA
�
¾ 	K A �ÓY 	J«∫

X

FGdµ ≤ 1

p
+

1

q
= 1

H. ñÊ¢ÖÏ @ ñë @
�	Yë ð

( Minkowski
�é 	JK
A�J.

��JÓ) �é�K
Q 	¢	�
�
É¾Ë ð f ∈ Lp(X)

�
É¾Ë ð 1 ≤ p ≤ ∞ 	áºJ
Ë ð �A

��®Ó ZA �	� 	̄
(X,A, µ) 	áºJ
Ë

A�	JË ð (f + g) ∈ Lp(X)
�	àA�
	̄
g ∈ Lp(X)

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p
	àA �ëQK.

ú
æîE
YK.
	àA �ëQ�. Ë A

�	̄
p =∞ ð


@ p = 1 �I	KA

�
¿ @

�	X @�
@ �Q 	¢ 	� |f + g|p ≤ |f ||(f + g)p−1|+ |g||(f + g)|p−1

�	à

@ 	¡kC

� 	K ∞ > p > 1 �I	KA
�
¿ @

�	X @�
ù
 ¢ª

�K Holder �é 	JK
A�J.
��JÓ �	àA�

	̄
(p− 1)q = p ø



@ 1
p

+ 1
q

= 1
�	à

B
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∫
X

|f ||(f + g)|p−1dµ ≤ (

∫
X

|f |pdµ)
1
p (

∫
X

|f + g|(p−1)qdµ)
1
q

½Ë 	Y» ð∫
X

|g||(f + g)|p−1dµ ≤ (

∫
X

|g|pdµ)
1
p )(

∫
X

|f + g|(p−1)qdµ)
1
q

A�	JË @
�	X @�∫

X

|f + g|pdµ ≤ (

∫
X

|f + g|pdµ)
1
q (||f ||p + ||g||p)

É�j�J 	K (
∫
X
|f + g|pdµ)

−1
q ú


	̄ 	á�

	̄Q �¢Ë@ H. Qå	�

	� , ∫
X
|f + g|pdµ <∞ �I	KA

�
¿ @

�	X @�
ú
¾�

	̄ñº	JÓ�
�é 	JK
A�J. �JÓ ú

�
Î«

�I	KA
�
¿ A

��ÒÊ¿
∫
X
|f + g|pdµ <∞ @

�	X @� |f + g|p ≤ 2p(|f |p + |g|p)
�	à

@ 	¡kC

� 	K �Õç�'
. g ∈ Lp(X) ð f ∈ Lp(X)

�é 	¢kC
�
Ó

ð 	K
Qª
��JË @ 	á�k PA�J
ªÖÏ @ @

�	Yë 	àñºJ

	̄ ||f ||p ñë f ñ

�	̄ A
�
¾�K

�	� PA�J
ªÓ 	áºJ
Ë Lp ú
�
Î«

��
���®m�'


.( ñ
�	̄ A
�
¾��JË @ 	¬ñ 	®� A�	J 	̄ �Q« @

�	Yë Ég.

@ 	áÓ) ||f ||p = 0⇔ f = 0

�	àA�
	̄
f ∈ Lp(X)

�
É¾Ë (1

�é 	JK
A�J. �JÓ) ||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p
�	àA�
	̄
g ∈ Lp(X)

�
É¾Ë ð f ∈ Lp(X)

�
É¾Ë (2
( �I

�
Ê�JÖÏ

�
@

||λf ||p = |λ|||f ||p
�	àA�
	̄
f ∈ Lp(X)

�
É¾Ë ð λ ∈ C

�
É¾Ë (3

ø
 PA
�J
ªÓ ZA �	� 	̄

(Lp(X), ||f ||p) 	àñºK
 @
�	YîE. ð

(Riesz − Fischer) �é�K
Q 	¢	�
ÉÓA

�
¿ ð ø
 PA

�J
ªÓ ø


@ (Banach) pA�	JK. Z A

�	� 	̄ ñë (Lp(X), ||f ||p) ZA �	� 	®Ë @
	àA �ëQK.
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��
���®m��' (fnk

)
�é�J
K� 	Qk.

�éªK. A
��J��JÓ Yg. ñ�K @

�	X @� . (Lp(X), ||f ||p) ú

	̄ �é�J
 ��ñ»

�éªK. A
��J��JÓ fn 	áº�JË

||fnk+1
− fnk

||p ≤ 2−k

	áº�JË

gn = Σn
k=1|fnk+1

− fnk
| , g = Σ∞k=1|fnk+1

− fnk
|

�	à

@ ø �Q 	K XQ �¢ÖÏ @ H. PA

��®��JËAK. ð ||gk||p < 1
�	à

@ ø �Q 	K ú
¾�

	̄ñº	JÓ�
�é 	JK
A�J. �JÓ ú

�
Î« XA �Ò�J«B� AK.�	àA�

	̄ �Õç�' 	áÓ ð g(x) <∞ a.e. @
�	X @� ||g||p < 1

fn1 + Σ∞k=1(fnk+1
− fnk

)

@
�	X @� f

	áÓ  A
��®�	JË @ ©J
Ôg. ú


	̄ A�J. K
Q
�®�K H. PA

��®�J��K

f = lim
k→∞

fnk

�IJ
m�'. N ∈ N �éJ. �KP Yg. ñ�J
	̄

(Lp(X), ||f ||p) ú

	̄ �é�J
 ��ñ»

�éªK. A
��J��JÓ fn

�	à

@ A �Üß. ε > 0 	áº�JË

i. �J 	J
���	� ñ�J 	̄ XA �Ò�J«A�K. ||fn − fm||p ≤ ε

�	àA�
	̄
N 	áÓ Q�.»


@ m ð n �I	KA

�
¿ @

�	X @�∫
X

|f − fm|pdµ ≤ lim inf
k→∞

∫
X

|fnk − fm|pdµ ≤ εp

Lp(X) ú

	̄
f 	áÓ H. PA

��®�J��K fn ð f ∈ Lp(X)
�	à

@ 	á��
J. K
 @

�	Yë ð
�éJ
ËA

���JË @ �é�K
Q 	¢�	JË @ A�	J�J�. �K

@ Y�̄ A

��	K

@ 	¡kC

� 	K
�é�K
Q 	¢	�

�é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ A�êË �	àA�
	̄
Lp(X) ú


	̄
f 	áÓ H. PA

��®�J��K fn �I	KA
�
¿ @

�	X @�. 1 ≤ p <∞ 	áº�JË
f 	áÓ  A

��®�	JË @ ©J
Ôg. ú

	̄ A�J. K
Q

�®�K H. PA
��®�J��K (fnk

)

�é�K
Q 	¢	�
ú

	̄ �é 	®J
�J» 	àñº�K ÉÓA

�
¾��JÊË�

�éÊK. A
��®Ë @ ð �é¢J
��. Ë @ È@ �ð �YË@ �é«ñÒm.×

�	àA�
	̄

1 ≤ p <∞ 	áº�JË
Lp(X)

	àA �ëQK.
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ψ
�é¢J
��.

�éË @ �X Yg. ñ�K ε > 0
�
É¾Ë ð f ∈ Lp(X), f ≥ 0

�
É¾Ë é�	K


@ �IJ.

�� 	K 	à

@ ù


	®ºK

f ñm� 	' Y«A ���J��K �é¢J
��. Ë @ È@ �ð �YË@ 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ Yg. ñ�K é�	K

@ 	¬Qª	K ||f − ψ||p ≤ ε

��
���®m��'

�IJ
m�'. n ∈ N Yg. ñ�K @
�	X @� lim

n→∞
||f − ψn||p = 0 A�	JË XQ �¢ÖÏ @ H. PA

��®��JË @ XA �Ò�J«A�K.
||f − ψn||p ≤ ε

�é�K
Q 	¢	�
�@�Q��Ó h. PA

�	g Q 	®� ø
 ðA
���� ú


�æË @ ð �éÊ���JÖÏ @ È@ �ð �YË@ �é«ñÒm.× Cc
�	àA�
	̄ . 1 ≤ p <∞ 	áº�JË

Lp(R) ú

	̄ �é 	®J
�J» 	àñº�K compactly supported continuous functions

	àA �ëQK.
��
���®m��' ψ

�é¢J
��.
�éË @ �X Yg. ñ�K ε > 0

�
É¾Ë ð f ∈ Lp(X), f ≥ 0

�
É¾Ë é�	K


@ 	¬Qª	K

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �HA �«ñÒj. Öß.

�é ��A �	g È@ �ðYË �éJ
 �¢ 	k �éJ. J
»Q�K ù
 ë ψ
�	à

@ A �Üß. ||f − ψ||p ≤ ε

g ∈ Cc Yg. ñ�K �A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄
E

�é«ñÒj. Öß.
�é ��A �	g χE

�éË @ �X
�
É¾Ë é�	K


@ 	á��
J. 	K 	à


@ ù


	®ºK

�	à

@ A �Üß. . ||χE − g||p ≤ ε �IJ
m�'.

lim
n→∞

||χE⋂
[−n,n] − χE||p = 0

ε > 0
�
É¾Ë é�	K


@ 	¬Qª	K E ⊂ [−N,N ] �IJ
m�'. N > 0 Yg. ñK
 é�	K


@ 	�Q�� 	® 	K 	à


@ 	áºÖß


��
���®m�'
 V hñ�J 	®Ó ð K ⊂ E ��@ �Q��Ó Yg. ñK


]−N − 1, N + 1[⊃ V ⊃ E , m(V \K) ≤ ε

ð a = inf
t∈K

h(t) 	áº�JË �éÊ���JÓ �éË @ �X h
�	à

@ 	¡kC

� 	K h(x) = inf
y∈V c
|x− y| 	áº�JË

��
���®m��' �éÊ���JÓ �éË @ �X g �	àA�

	̄
g(x) = inf(

h

a
, 1)

χK ≤ g ≤ χV
�	à

@ i. �J 	J

���	�∫
|χE − g|pdm ≤

∫
|χE − χK |pdm = m(V \K) ≤ ε
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	á�
�JJ
ËA
���JË @ 	á�
�J�K
Q 	¢�	JË @ 	áëQ�. 	K

��J
J.¢�J»
�é�K
Q 	¢	�

ú

	̄ �é 	®J
�J» 	àñº�K ÉÓA

�
¾��JÊË�

�éÊK. A
��®Ë @ ð �é�J
ÒÊ�Ë@ È@ �ð �YË@ �é«ñÒm.×

�	àA�
	̄

1 ≤ p <∞ 	áº�JË
Lp(X)

	àA �ëQK.
��
���®m��' g ∈ Cc �éJ.k. ñÓ

�éË @ �X Yg. ñ�K ε > 0
�
É¾Ë ð f ∈ Lp(X), f ≥ 0

�
É¾Ë é�	K


@ 	¬Qª	K

�é�J
Ò
�
Ê� È@ �ð �X 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ Yg. ñ�K ð ÈA ��
���B� @

�éÒ 	¢�J 	JÓ ú
æê
	̄
g ∈ Cc

�	à

@ A �Üß. ||f − g||p ≤ ε

2

�	à

@ i. �J 	J

���	� ||g − ϕn||p ≤ ε
2

�	àA�
	̄ �é 	J�J
ªÓ

�éJ. �KP 	áÓ A
��̄C
�
¢	� @� @

�	X @� g ñm� 	' Y«A ���J��K ϕn

||f − ϕn||p ≤ ||f − g||p + ||g − ϕn||p ≤ ε

�é�K
Q 	¢	�
�	àA�
	̄
g ∈ Lp(R) ð f ∈ Lp(R) (1

p
+ 1

q
= 1) é�® 	̄ @ �QÓ q ð 1 ≤ p ≤ ∞ 	áºJ
Ë

f ∗ g(x) =

∫
f(t)g(x− t)dt

f ∗ g ∈ C0
�	à

@ Èñ�® 	K lim

x→∞
f ∗ g(x) = 0

��
���®m��' �éÊ���JÓ �éË @ �X ù
 ë

	àA �ëQK.
ð ÈA ��

���B� @ A��JÒ 	¢�J 	JÓ A �Òî�	EA�
	̄

f ∈ Cc ð g ∈ Cc �I	KA
�
¿ @

�	X @� ε > 0 	áº�JË
∃N ∈ N,∀|t| > N ′, g(t) = f(t) = 0

|f∗g(x)−f∗g(x0)| = |
∫
f(t)(g(x−t)−g(x0−t))dt| ≤ ||f ||p2N sup

|t|≤N
|(g(x−t)−g(x0−t)|

�	à

@ A �Üß. ð

lim
x→x0

sup
|t|≤N

|g(x− t)− g(x0 − t)| = 0

f ∗ g(t) = 0, |t| > 2N é�	K

@ 	¡kC

� 	K ð �éÊ���JÓ 	àñº�K f ∗ g �	àA�
	̄ Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ ÈA ��

���C� Ë� @
�Q 	¢ 	�
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�IJ
m�'. Cc 	áÓ (fn)n∈N ð (gn)n∈N
	á�
�JªK. A

��J��JÓ 	Y 	g

A 	K �éÓA �ªË @ �éËA�mÌ'@ ú


	̄

lim
n→∞

||fn − f ||p = lim
n→∞

||gn − g||q = 0

A�	KY 	J«

|f∗g(x)−fn∗gn(x)| ≤ |f∗(g−gn)(x)|+|(f−fn)∗gn| ≤ ||f ||p||g−gn||q+||f−fn||p||gn||q

ð �éÊ���JÓ f ∗ g @
�	X @� f ∗ g

	áÓ ÐA �	¢�J 	K A�K. H. PA
��®�J��K �éÊ���JÓ È@ �ðX 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ ù
 ë fn ∗ gn @
�	X @�
A�	JË

lim
|x|→∞

f ∗ g(x) = lim
n→∞

lim
|x|→∞

fn ∗ gn(x) = 0

	áK
PA �Ü
�ß

�	à

@ 	á��
K. (1

∀f ∈ L1(R), ∀ϕ ∈ C1,

∫
f(y)dy =

∫
f(ϕ(x))|φ′(x)|dx

�	à

@ �I�. �K


@ fa(x) = f(x+ a) 	áº�JË f ∈ Lp(R) ð 1 ≤ p <∞ 	áº�JË (2

lima→0 ||f − fa||p = 0

�	à

@ �I�. �K


@ ð Q 	®� ø
 ðA

���
 B
�

é�A�J

�̄
K ⊂ ([0, 1] \Q) ��@ �Q��Ó Yg. ñK
 é�	K


@ �I�. �K


@ (3

�é 	«PA
�	̄ Q�


	« �ékñ�J 	®Ó �èQ�� 	̄ ú
�
Î« ø
 ñ

�Jm�'
 K +K

Rudin 	áÓ 71
,
72

,
73

,
74

,
75 �éj 	®� 	áK
PA �Ü

�ß ú

	̄ ÈðA �g

É�J
 	̄ ½ÊÖÏ @ �éªÓA �g.
ÐñÊªË@ �éJ
Ê¿

1425 Q 	®� 20 �HA�J
 	�A�K
QË @ Õæ��̄

	á�
�J«A �� ú

	̄ úG� A

�î �	DË @ PA�J. �J 	kB
��
@ 2 ù


�®J
�®k ÉJ
Êm�
�'
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ÈðB
�
@ 	áK
QÒ�JË @

�A�J

�®ÊË�

�éÊK. A
��̄ �é

�
Ë @ �X f ð (X, τ, µ) ú

�
Î« �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��®Ë @ È@ �ð �YË@ 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ (fn) 	áº�JË

	à@� ¡
�® 	̄ ð 	à@� f

	áÓ µ �A�J

�®Ë @ ú


	̄ H. PA
��®�J��K (fn)

�	à

@ Èñ�® 	K

∀ε > 0,∃N ∈ N,∃E ∈ τ, µ(E) < ε,∀n ≥ N, ∀x /∈ E, |fn(x)− f(x)| < ε

(fnk
)

�é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ Yg. ñ�K é�	K A�
	̄
f 	áÓ µ �A�J


�®Ë @ ú

	̄ H. PA

��®�J��K (fn) �I	KA
�
¿ 	à@� ú


	æ�J
K. (1

f 	áÓ X  A
��® 	K ©J
Ôg. ú


	̄ A�J. K
Q
�®�K (a.e.) H. PA

��®�J��K

ú

	æ�J
K. µ(X) <∞ ð f 	áÓ  A

��® 	JË @ ©J
Ôg. ú

	̄ A�J. K
Q

�®�K X ú
�
Î« H. PA

��®�J��K (fn) �I	KA
�
¿ @

�	X @� (2

f 	áÓ µ �A�J

�®Ë @ ú


	̄ H. PA
��®�J��K (fn)

�	à

@

�éJ
î �D 	JÓ −σ µ H. µ(X) <∞ A�	J 	� �ñ« @
�	X @�

�éjJ
m��
�é�®K. A

���Ë@ �éj. J

���	JË @ ù

��®J. �K Éë (3
(µ σ − finite)

É�J
 	̄ ½ÊÖÏ @ �éªÓA �g.
ÐñÊªË@ �éJ
Ê¿

1425 �èYª�®Ë@ ð 	X 24 �HA�J
 	�A�K
QË @ Õæ��̄

	á�
�J«A �� ú

	̄ úG� A

�î �	DË @ PA�J. �J 	kB
��
@ 2 ù


�®J
�®k ÉJ
Êm�
�'

ÈðB
�
@ 	áK
QÒ�JË @

�è @ �ðA ��ÖÏ @ É�m��' ú ��æÓ QK
YÊë
�é 	JK
A�J. �JÓ 	àA �ëQK. ð ��	� XPð


@ (1

�	àA�
	̄

(y1, .., yn) ∈ Cn
�
É¾Ë ð (x1, .., xn) ∈ Cn

�
É¾Ë é�	K


@ i. �J 	J

���@� (2

|x1y1 + ..+ xnyn| ≤ (|x1|3 + ..+ |xn|3)
1
3 (|y1|

3
2 + ..+ |yn|

3
2 )

2
3

�è @ �ðA ��ÖÏ @ É�m��' ú ��æÓ
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��Ê 	ªÓ Yg. ñK
 ε > 0
�
É¾Ë ð �A�J


�®ÊË�
�éÊK. A

��̄
A ⊂ R

�
É¾Ë �	à


@ �P �YË@ ú


	̄ A �Ò» 	á�
K. (3

ε 	áÓ
�
É�̄


@ V \ F �A�J


�̄ ð F ⊂ A ⊂ V �IJ
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∀g ∈ Cc(R),

∫
f(t)g(t)dt = 0

f = 0
�	à
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Ë
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J.
�®Ë @ τ 	áº�JË

A Qå�A�	J« X �Y« ñë µ(A) 	áºJ
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y)2 XA �Ò�J«A�K. y ∈ R

�
É¾Ë ð x ∈ R

�
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∞∑
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∞∑
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n→∞

fn(x) sin(
x

n
) ð lim

n→∞
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f̂(x) =

∫
R
f(t)e−ixtdt 	áº�JË R 3 x
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QÒ�JË @

�A
��®Ó ZA �	� 	̄
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Ë
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@ a.e. f(x) = 1 é�	K
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