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�éK
PA�J
ªÖÏ @
�éJ
¢

	mÌ'@ �H@ �ZA �	�
�	®Ë
�
@

	K
Qª�K
�é 	̄QªÓ x −→ ||x|| �é

�
Ë @ �X

�
É¿ E ù
¢

	mÌ'@ ZA �	� 	®Ë @ ú
�
Î« Norm @ �PA�J
ªÓ ù


�Ò�	� A�J
 �®J
�®k A�J
¢ 	k �ZA �	� 	̄
E 	àA

�
¿ @ �	X @���éJ
ËA

��JË @  ðQå��ÊË�
�é�®
���®m �× ð �éJ.k. ñÓ ð E ú

�
Î«

∀x ∈ E, ||x|| = 0⇔ x = 0E (1

∀x ∈ E,∀λ ∈ R, ||λx|| = |λ|||x|| (2

∀x ∈ E,∀y ∈ E, ||y + x|| ≤ ||x||+ ||y|| (3

(Normed space) A�K
PA�J
ªÓ �ZA �	� 	̄ (E, || ||) h. ð
�	QË @ ù ��Ò���
 A �ëY	J«

�éÊ�JÓ

@

R ú
�
Î« PA�J
ªÓ ñë x→ |x| ð X = R (1

Rn ú
�
Î« Q�
K
� A

�ªÓ �é�KC
��K ù
 ë

�éJ
ËA
���JË @ È@ �ðYË

�
@ (2

x = (x1, ......, xn)→ ||x||∞ =
n

sup
j=1
|xj |

x = (x1, ......, xn)→ ||x||1 = Σnj=1|xj |

x = (x1, ......, xn)→ ||x||2 = (Σnj=1|xj |2)
1
2

PA�J
ªÖÏ @ Y��® 	K A�	J
��	K A�
	̄ èYK
Ym�

�' 	àðX Rn ú
�
Î« PA�J
ªÖÏ @ A�	KQ» 	X @ �	X @� . ø
 YJ
Ê

�̄B� @ PA�J
ªÖÏ @ ù ��Ò��
 Q�
 	g

B@ @

�	Yë ð
(Rn, || ||2) h. ð 	QË @ ñë Rn �ø
 YJ
Ê

�̄B� @ ZA
�	� 	®ËA�	̄ . �ø
 YJ
Ê

�̄B� @

C
��JÔ 	̄ È@ �ðX ZA �	� 	̄

E 	àñºK
 A �Ó �èXA �« �ú
Í@
��YË@ ÉJ
Êj

��JË @ ú

	̄

C([a, b]) ú
�
Î« Q�
K
� A

�ªÓ ù
 ë
�éJ
ËA

���JË @ È@ �ð �YË
�
@ (3

||f ||∞ = sup{|f(t)|, t ∈ [a, b]}

||f ||1 =
∫ b
a
|f(t)|dt

||f ||2 =
√∫ b

a
(f(t))2dt

�é 	¢kC
� �Ó
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�	à

@ 	X @�

�é 	̄ A ��Ó �é
�
Ë @ �X ù
 ë d(x, y) = ||x− y||

�	àA�
	̄ A�K
PA�J
ªÓ �ZA �	� 	̄ (E, || ||) 	àA

�
¿ @ �	X @�

∀(x, y) ∈ E × E, ||x− y|| = d(x, y) = 0⇔ x = y (1

∀(x, y) ∈ E × E, d(x, y) = ||x− y|| = ||y − x|| = d(y, x) Q 	£A�	J��JË
�
@ (2

�I
�
Ê�J �ÜÏ @ �é 	JK
A�J. �JÓ (3

∀(x, y, z) ∈ E × E × E; d(x, z) = ||x− z|| 6 ||x− y||+ ||y − z|| = d(x, y) + d(y, z)

(Metric space) A�K
Q��Ó �ZA �	� 	̄ 	àñºK
 ø
�
PA�J
ªÓ Z� A

�	� 	̄ �
É¿ @ �	X @�
	K
Qª�K

A��J
K� 	Qk. A��K
Q��Ó �ZA �	� 	̄ ù ��Ò��
 (A, d|A×A)
�	àA�
	̄
A ⊂ X ð A��K
Q��Ó �ZA �	� 	̄ (X, d) 	àA

�
¿ @ �	X @�	K
Qª�K

A �ëQ¢�̄ 	�	� ð X 3 a A �ë 	Q»QÓ ú

�æË @ �ékñ��J 	®ÖÏ @ �è�QºË@ 	¬�Qª	K A�	J�	K A�

	̄
a ∈ X ð A��K
Q��Ó �ZA �	� 	̄ (X, d) 	àA

�
¿ @ �	X @�

A�î�	E
�
AK. 0 ≤ r

B(a, r) = {x ∈ X, d(a, x) < r}

�éÊ�JÓ
�
@

]− 1, 1[ ù
 ë B(0, 1) �èYgñË@ �è�Q» (R, | |) ú

	̄ (1

1 ©Ê 	� 	�	� ð (0, 0) 	Q»QÓ ð 	X ©�K. Q�ÜÏ @ ù
 ë B|| ||∞((0, 0), 1) �èYgñË@ �è�Q» �	àA�
	̄ (R2, d∞) ú


	̄ (2

||x||2 ð ||x||1 Q�
K
� A
�ªÒÊË�

�éJ.� 	�ËA�K. �èYgñË@ �è @ ��Q» R3 ð R2 ú

	̄ P �ñ� (3

	K
Q �ª�K
 Qå��Ë @ ����®m��' 	à@� hñ�J 	®Ó ð


@ �ékñ��J 	®Ó �é«ñ �Òm.× O

�	à

@

�
Èñ�® 	K (X, d) ø
 Q

��Ó Z� A
�	� 	̄ 	áÓ �é�J
K� 	Qk.

�é«ñ �Òm.× O 	áº�JË
ú
ÍA

��JË @

∀x ∈ O,∃r > 0, Bd(x, r) ⊂ O

�éÊ�JÓ
�
@

(X, d) ø
 Q
��ÖÏ @ Z A �	� 	®Ë @ 	áÓ �ékñ��J 	®Ó �é«ñ �Òm.× ù
 ë ∅

�é 	«PA �	®Ë @ �é«ñ �Òj. ÖÏ
�
@ (1

(X, d) 	áÓ �ékñ��J 	®Ó �é«ñ �Òm.× ñë X Z� A
�	� 	̄ �

É¿ (2
�ékñ��J 	®Ó �é«ñ �Òm.× 	àñ

�
º�K (X, d) ø
 Q

��Ó Z� A
�	� 	̄ 	áÓ �ékñ��J 	®Ó �è�Q»

�
É¿ (3
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ε = r − d(x, a) > 0 	áº�JË d(x, a) < r
�	àA�
	̄
x ∈ B(a, r) ð �ékñ��J 	®Ó �è�Q» B(a, r) �I	KA

�
¿ 	à@� é�	K

�
@ ½Ë 	X

ú
ÍA
���JËA�K. ð d(a, z) < ε+ d(x, a) < r ù
¢ªK
 @

�	Yë ð d(a, z) ≤ d(x, a) + d(x, z)
�	àA�
	̄
z ∈ B(x, ε) ð

�ékñ��J 	®Ó �é«ñ �Òm.× ù
 ë B(a, r)
�	à
�
@ ø


�
@ B(x, ε) ⊂ B(a, r)

�	àA�
	̄

XA�m�
��' @�

	àñº�K �ékñ��J 	®Ó �é«ñ �Òm.×
�
É¿ R ù


	®�	̄ �ékñ�J 	®Ó �H@ ��Q» XA�m�
��' @�

�ékñ��J 	®Ó �é«ñ �Òm.×
�
É¿ 	àñº�K @

�	YîE. ð (4
. �ékñ�J 	®Ó �H@ �Q�� 	̄

ø
 Q
��Ó Z� A

�	� 	̄ ú

	̄ �ékñ��J 	®ÖÏ @ �HA �«ñ �Òj. ÖÏ @ ��� A �� 	k

A�	JË (X, d) ø
 Q
��Ó Z� A

�	� 	̄ ú

	̄

	àA��Jkñ��J 	®Ó 	àA��J«ñ �Òm.× X ð Φ (1
�ékñ��J 	®Ó �é«ñ �Òm.× 	àñºK
 �ékñ��J 	®ÖÏ @ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ XðYm× X �Y« ©£A ��®�K (2

�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× 	àñºK
 �ékñ��J 	®ÖÏ @ �HA �«ñ �Òj. ÖÏ @ 	áÓ X �Y« ø

�
@ XA�m��' @ (3

	K
Qª�K
A �gñ��J 	®Ó X \A 	àA

�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @�
���Ê 	ª�Ó A �	à

�
@ Èñ�® 	K A ⊂ X ð A�K
Q��Ó �ZA �	� 	̄ (X, d) 	áºJ
Ë

x ∈ O ⊂ A �IJ
m�'. O hñ�J 	®Ó Yg. ð 	à@� A
�é«ñÒj. ÒÊË�

�é�J
Ê 	g@ �X �é¢�® 	K ù
 ë x ∈ A
�	à
�
@ Èñ�® 	K

�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Q�.»
�
@ A0 	àñºK
 @

�	Yºë ð A0 	QÓ�QËA�K. A �é«ñÒj. ÒÊË�
�éJ
Ê 	g@ �YË@  A ��®�	JË @ �é«ñ �Òm.× ú

�
Í@�

	Q �ÓQ 	K
A ú

�
Î« ø
 ñ

�Jm�'
 ��Ê 	ªÓ Q 	ª�

@ é�	K


AK. A

	¬Qª	K A�	J
��	K

@ 	á�
g ú


	̄
A ú


	̄ �èXñk. ñ�Ó

�éÊ�JÓ
�
@

A0 = A
�	àA�
	̄ hñ�J 	®Ó A 	àA

�
¿ @ �	X @� (1

Q = R
�	à

@ 	á�
g ú


	̄ ]1, 2[= {3∪]1, 2[}0 (2
	K
Qª�K

A�î�	E
�
AK. B ð A 	á�
K. �é 	̄ A ��ÖÏ @ 	¬�Qª	K (X, d) ø
 Q

��Ó Z� A
�	� 	̄ 	áÓ 	á�
�J 	«PA

�	̄ Q�
 	« 	á�
�J�
K� 	Qk. 	á�
�J«ñÒm.× B ð A 	áº�JË
d(A,B) = inf{d(x, y);x ∈ A, y ∈ B}

�é�K
Q 	¢	�
�
A�	̄ A

�
¾�JK
 é�	K A�

	̄
A ⊂ X ð A�K
Q��Ó �ZA �	� 	̄ (X, d) 	áºJ
Ë

(X, d) ú

	̄ ���Ê 	ª�Ó A ú


G�
	Qm.Ì'@ Z A

�	� 	®Ë
�
@ (1
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∀x ∈ X, d(x,A) = 0⇔ x ∈ A (2

A 3 x
�	àA�
	̄
X 3 x 	áÓ H. PA

��®�J��K A 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ (xn)n∈N 	áº�JË (3

	àA �ëQK.
ñË hñ�J 	®Ó Ac 	à


@ A �Üß. d(x,A) = 0 �IJ
m�'. X 3 x 	áº�JË ð (X, d) ú


	̄ A ��®Ê 	ª�Ó A �	à

@ 	�Q�� 	® 	JË 2)⇐ 1)

@ �	X @� ∀y ∈ A, d(x, y) > r @ �	X @� Ac ⊃ B(x, r) �IJ
m�'. r > 0 Yg. ñË Ac 3 x
�	à

@ ø



@ A 63 x 	àA

�
¿

. 	�PA �ª�K @
�	Yë ð . d(x,A) ≥ r

�	àA�
	̄ lim
n→∞

d(x, xn) = 0 ø


@ X 3 x 	áÓ H. PA

��®�J��K A 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ (xn) 	áº�JË 3)⇐ 2)

d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y) ≤ lim
n→∞

d(x, xn) = 0

A 3 x i. �J
	�K
 2) 	áÓ @ �	X @�

�IJ
m�'. Ac 3 x Yg. ñË @ �	X @� hñ�J 	®Ó Q�
 	« Ac 	àA
�
¾Ë ��� Ê

	ª�Ó Q�
 	« A 	àA
�
¿ ñË 3) 	�Q�� 	® 	JË 1)⇐ 3)

�éªK. A
��J��JÓ (xn) ø



@ lim
n→∞

d(x, xn) = 0 @ �	X @� ∀n ∈ N,∃xn ∈ A
⋂
B(x, 1

n ) ø


@ ∀n ∈ N, B(x, 1

n ) 6⊂ Ac

. 3) ©Ó 	�PA �ª�JK
 @
�	Yë ð A 63 x 	áÓ H. PA

��®�J��K A 	áÓ
	K
Qª�K

é�	K
�
AK. A Q¢�̄ 	¬�Qª	K (X, d) ø
 Q

��Ó Z� A
�	� 	̄ 	áÓ �é 	«PA�	̄ Q�
 	« �éJ
K� 	Qk.

�é«ñÒm.× A 	áº�JË

ú
æî
�D 	JÓ èQ¢�̄ 	àA

�
¿ 	à@�

�èXðYm× A �	à
�
@ Èñ�® 	K δ(A) = sup{d(x, y);x ∈ A, y ∈ A}

�éÊ�JÓ
�
@

. �è�Q» É 	g@ �X �èXñk. ñÓ 	àA
�
¿ 	X@� ¡

�® 	̄ ð 	X@�
�èXðYm× �éJ
K� 	Qm.Ì'@

�é«ñÒj. ÖÏ @ 	àñº�K (1

�èXðYm× Q�
 	« {(n+ 1)cosn; n ∈ N}
�	à
�
@ 	á�
g ú


	̄ �èXðYm× {(n+ 1)
1
n ; n ∈ N} �é«ñÒm.× (R, | |) ú


	̄ (2
�é 	¢kC

�
Ó

½Ë 	Y» ð d(x,A) = 0 �I	KA
�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @� x ∈ A

d(x,Ac) > 0 �I	KA
�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @� x ∈ A
0

	àA �ëQK.
x ∈ A ©Ó

�
A 	̄ A

�
¾�JK
 @

�	Yë ð ∀r > 0,∃y ∈ A
⋂
B(x, r) ©Ó

�
A 	̄ A

�
¾�JK
 d(x,A) = 0

x ∈ A0 ©Ó
�
A 	̄ A

�
¾�JK
 @

�	Yë ð ∃r > 0, Ac
⋂
B(x, r) = ∅ ©Ó

�
A 	̄ A

�
¾�JK
 d(x,Ac) > 0

5



	K
Qª�K
ú
ÍA

��JË @  Qå��Ë @ ����®m��' @ �	X @� ¡
�® 	̄ ð @ �	X @�

	àA�J 	̄� A
�
¾�J �Ó E ZA �	� 	®Ë @ ú

�
Î« || ||2 ð || ||1 	áK
PA�J
ªÖÏ @

�	à

@ Èñ�® 	K

∃a > 0,∃b > 0,∀x ∈ E, a||x||1 ≤ ||x||2 ≤ b||x||1

	áK
PA �Ü
�ß

�ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA �«ñÒj. ÖÏ @ � 	® 	K ø


@ A�J
k. ñËñK. ñ

��JË @ � 	® 	K 	à@ �Y
�
ËñK
 	á�
J�

	̄
� A
�
¾�J �Ó 	áK
PA�J
ªÓ

�
É¿ �	à


@ 	á��
K. (1

ð ||f ||1 =
∫ b
a
|f(t)|dt ð ||f ||∞ = sup{|f(t)|, t ∈ [a, b]} 	áº�JË C([a, b]) ú

�
Î« (2

	à
�
A 	̄ A

�
¾�JÓ Q�
 	« �é�®K. A ���Ë@ Q�
K
� A

�ªÖÏ @ 	áÓ 	áK
PA�J
ªÓ
�
É¿ �	à


@ 	á��
K. ||f ||2 =

√∫ b
a

(f(t))2dt
	K
Qª�K

I. �Jº	K ð X 3 x 	áÓ H. PA
��®�J��K (xn)n∈N

�	à
�
@ Èñ�® 	K (X, d) ø
 Q

��Ó Z� A
�	� 	̄ 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ (xn)n∈N 	áº�JË

ø

�
@ lim
n→∞

d(xn, x) = 0 ����®m��' @ �	X @� ¡
�® 	̄ ð @ �	X @� lim

n→∞
xn = x

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n ≥ N, d(xn, x) ≤ ε

ú
ÎK
 A �Ó ����®m��' @ �	X @� ¡
�® 	̄ ð @ �	X @�

�é�J
 ��ñ» (xn)n∈N
�	à

@ Èñ�® 	K ð (xn)n∈N

�éK
A�î 	E ñë x
�	à
�
@ Èñ�® 	K

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n ≥ N, ∀m ≥ N, d(xn, xm) ≤ ε
�é�K
Q 	¢	�

	àñº�K (xn)n∈N ð �èYJ
kð 	àñº�K A�î �DK
A�î 	E
�	àA�
	̄ H. PA

��®�J��K (X, d) ø
 Q
��Ó Z� A

�	� 	̄ 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ (xn)n∈N 	áº�JË

�é�J
 ��ñ»
	àA �ëQK.

�	à
�
@ A �Üß. ð d(x, x′) ≤ d(x, xn) + d(xn, x′)

�	àA�
	̄ (xn)n∈N ú


�æK
A�î 	E x′ ð x �I	KA
�
¿ @ �	X @�

x = x′ ø

�
@ d(x, x′) ≤ lim

n→∞
(d(x, xn) + d(xn, x)) = 0

�	àA�
	̄ lim
n→∞

d(xn, x) = lim
n→∞

d(xn, x′) = 0

�	àA�
	̄ , lim

n→∞
d(xn, x) = 0

�	à
�
@ A �Üß. �é�J
 ��ñ» (xn)

�	à

@ �IJ. �� 	JË

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n ≥ N, d(x, xn) <
ε

2

∀n > N,∀m > N, d(xm, xn) ≤ d(xm, x) + d(x, xn) < ε @ �	X @�
. �é�J
 ��ñ» (xn) 	àñº�K @

�	YîE. ð
�é�K
Q 	¢	�
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R ú

	̄ �éK. PA

��®�JÓ A�î�EA��J
�K @
�Yg@�

�
É¿ �I	KA

�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @�
�éK. PA

��®�JÓ �éªK. A
��J��JÓ 	àñº�K Rn ú


	̄ (1
�é�J
 ��ñ» �I	KA

�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @�
�éK. PA

��®�JÓ �éªK. A
��J��JÓ 	àñº�K Rn ú


	̄ (2

ñ	K �	QËñK. Bolzano−Weierastrass
�éK. PA

��®�JÓ �é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ A�êË �èXðYm× �éªK. A
��J��JÓ

�
É¿ Rn ú


	̄ (3
�@ �Q���QK
A

�	̄

	àA �ëQK.
Xp = (x1,p, .., xn,p) �IJ
k Rn 	áÓ (Xp)p∈N

�éªK. A
��J��JÓ 	Y 	g


A 	JË

A�	JË 1 ≤ j ≤ n
�
É¾Ë . X = (x1, .., xn) 	áÓ H. PA

��®�J��K (Xp)p∈N
�	à

@ 	�Q�� 	® 	JË (1

|xj − xj,p| ≤ d(Xp, X) ≤
n∑
j=1

|xj − xj,p|

�	à

@ i. �J 	J

��� 	� 	̄

lim
p→∞

d(Xp, X) = 0⇔ ∀1 ≤ j ≤ n, lim
p→∞

|xj − xj,p| = 0

R ú

	̄ �éK. PA

��®�JÓ A�î�EA��J
�K @
�Yg@�

�
É¿ �I	KA

�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @�
�éK. PA

��®�JÓ (Xp)p∈N
	àñº�K ø



@

@ �	X @� �ºªË@ A ��Ó

@ �é�J
 ��ñ» 	àñº�K �éK. PA

��®�JÓ �éªK. A
��J��JÓ É¿ ø
 Q

��Ó ZA �	� 	̄ �ø


@ ú


	̄ é 	K

@ 	¬Qª	K �é�®K. A ���Ë@ �é�K
Q 	¢�	JË @ 	áÓ (2

�HA�J
�K @
�Yg@�

�
É¿ �	àA�

	̄ |xj,q − xj,p| ≤ d(Xp, Xq) A�	JË 1 ≤ j ≤ n
�
É¾Ë �	à


@ A �ÒJ. 	̄ �é�J
 ��ñ» (Xp)p∈N

�I	KA
�
¿

. �é�J
 ��ñ» �I	KA
�
¿ @ �	X @� ¡�® 	̄ ð @ �	X @�

�éK. PA
��®�JÓ 	àñº�K �éªK. A

��J��JÖÏ @ �	à

@ R ú


	̄ 	¬Qª	K ð R ú

	̄ �é�J
 ��ñ» 	àñº�K (Xp)p∈N

�
É¿ R ú


	̄ é�	K

@ 	¬Qª	K n = 1 A �ÓY 	J« ú
æ

	�A�K
QË @ Z @ �Q�®�J�B� A
�K. (3 �	à


@ 	X @�

�éK. PA
��®�JÓ (Xp)p∈N

�	àA�
	̄ (1 	áÓ @ �	X @�

�èXðYm× (Xp)p∈N
�I	KA

�
¿ @ �	X @�. Rn−1 ú


	̄ (3 A
��	JëQK. A�	J

��	K

@ 	�Q�� 	® 	JË �éK. PA

��®�JÓ �é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ A�êË �èXðYm× �éªK. A
��J��JÓ

�éªK. A
��J��JÓ A�êË @ �	X @� Rn−1 ú


	̄ �èXðYm× (x1,p, .., xn−1,p)p∈N
�éªK. A

��J��JÓ 	àñº�K ú
�
Íð


B@ A�î�EA�J
�K @

�Yg@�
	àA�
	̄ Rn ú


	̄
�é�J
K� 	Qk.

�éªK. A
��J��JÓ A�êË @ �	X @� R ú


	̄ �èXðYm× ½Ë 	Y» ù
 ë xn,pn

�éªK. A
��J��JÖÏ @ �éK. PA

��®�JÓ (x1,pn
, .., xn−1,pn

) �é�J
K� 	Qk.
. �éK. PA

��®�JÓ ù
 ë @ �	X @�
�éK. PA

��®�JÓ (Xpnk
) �HA�J
�K @

�Yg@�
�
É¿ @ �	X @�

�éK. PA
��®�JÓ (xn,pnk

)
	K
Qª�K

ZA �¢ 	«
�
É¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @�
��@ �Q��Ó A �	à

�
@ Èñ�® 	K (X, d) ø
 Q

��Ó Z� A
�	� 	̄ 	áÓ �é 	«PA�	̄ Q�
 	« �éJ
K� 	Qk.

�é«ñÒm.× A 	áº�JË
ú
æî

�D 	JÓ ú

G�
	Qk. ZA �¢ 	« é 	JÓ �Ê 	j�J�	� 	à


@ 	áºÖß
 �ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒj. Öß. A �é«ñÒj. ÒÊË�

�éÊ�JÓ
�
@

��@ �Q��Ó 	àñº�K (X, d) ø
 Q
��Ó Z� A

�	� 	̄ 	áÓ �éJ
î �D 	JÓ �éJ
K� 	Qk.
�é«ñÒm.×

�
É¿ (1
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K = {x}
⋃
{xn, n ∈ N}

�	àA�
	̄
x 	áÓ H. PA

��®�J��K (X, d) ø
 Q
��Ó Z� A

�	� 	̄ 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ (xn)n∈N 	áº�JË (2

��@�Q��Ó 	àñºK

�é�K
Q 	¢	�

'A ��®Ê 	ªÓ ð @ �XðYm× 	àñºK
 A
�	àA�
	̄ (X, d) ø
 Q

��Ó Z� A
�	� 	̄ 	áÓ A ���@ �Q��Ó A 	áºJ
Ë

	àA �ëQK.
�HA �«ñÒj. Öß. X

�
É¾Ë ZA �¢ 	« ñë {B(x, n), n ∈ N}

�	àA�
	̄
X 3 x

�
É¾Ë é�	K


@ ½Ë 	X @ �XðYm× A 	àñºK
 (1

ú
æî
�D 	JÓ �ZA �¢ 	« �Ê 	j�J�	� 	à


@ 	áºÖß
 ��@ �Q��Ó A

�	à

@ A �Üß. A

�
É¾Ë ZA �¢ 	« ñë ½Ë 	Y» @ �	X @�

�ékñ�J 	®Ó
A ⊂ B(x,N)

�	àA�
	̄
N = supkj=1 nj

	áº�JË A ⊂ B(x, n1)
⋃
..

⋃
B(x, nk)

�	àA�
	̄ B

��
@� ð A 3 x

�	àA�
	̄
X 3 x 	áÓ H. PA

��®�J��K A 	áÓ (xn) �éªK. A
��J��JÓ

�
É¾Ë é�	K


@ ½Ë 	X A ��®Ê 	ªÓ A 	àñºK
 (2

ñë @ �	X @�
�ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒj. Öß. X \ {x} �é«ñÒj. ÒÊË� ZA �¢ 	« ñë {y ∈ X, d(x, y) > 1

n}n∈N A �ëY	J« A 63 x

. ú
æî
�D 	JÓ ZA �¢ 	« é 	JÓ �Ê 	j�J�	� 	à


@ 	áºÖß
 B

�
A

�é«ñÒj. ÖÏ @ Z A �¢ 	«
�é�K
Q 	¢	�

A ��®Ê 	ªÓ 	àA
�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @� A
���@ �Q��Ó 	àñºK
 F ⊂ A

�	àA�
	̄ (E, d) ø
 Q

��ÖÏ @ Z A �	� 	®Ë @ 	áÓ A ���@ �Q��Ó A 	áº�JË
	àA �ëQK.

F
�é«ñÒj. ÒÊË� ZA �¢ 	« (Oi)i∈I ð A

���@ �Q��Ó 	áÓ A ��®Ê 	ªÓ F 	àA
�
¿ @ �	X @� A ��Ó


@ A ��®Ê 	ªÓ 	àñºK
 �@�Q��Ó

�
É¿ �	à


@ 	¬Qª	K

�@ �Q��Ó A �	à

@ A �Üß. �ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒj. Öß. A �é«ñÒj. ÒÊË� �ZA �¢ 	« 	àñºK
 F c, (Oi)i∈I

�	àA�
	̄ �ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒj. Öß.

F
�é«ñÒj. ÒÊË� ú
æî

�D 	JÓ �ZA �¢ 	« 	àñºK
 Oi1 , .., Oin @ �	X @� F
c, Oi1 , .., Oin ú
æî

�D 	JÓ �ZA �¢ 	« �Ê 	j�J�	� 	à

@ 	áºÖß

�é�K
Q 	¢	�

�é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ A�êË A 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ

�
É¿ @ �	X @� ¡�® 	̄ ð @ �	X @�

��@ �Q��Ó 	àñºK
 A
�	àA�
	̄ A�K
Q��Ó �ZA �	� 	̄ (A, d) 	áº�JË

. A ú

	̄ �éK. PA

��®�JÓ
	àA �ëQK.

�ZA �¢ 	« �Ê 	j�J�	� 	à

@ 	áºÖß
 A ù
 ¢

	ª�K {B(a, 1), a ∈ A} �H@ �QºË@ A 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ (xn) ð ��@�Q��Ó A 	áºJ
Ë

. N 3 n 	áÓ ú
æî
�D 	JÓ Q�
 	« X�

�YªË xn ø
 ñ
�Jj��� B(a1, 1) É�®	JË �H@ �QºË@ è 	Yë ø �Yg@� ú
æî

�D 	JÓ

ù
 ¢
	ª�K {B(a, 1

2 ), a ∈ B(x1, 1)} A�	JË A1 ú

	̄ �@ �Q��Ó 	áÓ ��Ê 	ªÓ é�	K


B �@�Q��Ó A1 = B(x1, 1)

⋂
A 	àñºK


Q�
 	« X�
�YªË xn ø
 ñ

�Jj��� B(a2,
1
2 ) É�®	JË �H@ �QºË@ è 	Yë ø �Yg@� ú
æî

�D 	JÓ �ZA �¢ 	« @ �	X @� �Ê 	j�J�	� 	à

@ 	áºÖß
 A1

Ap
�IJ
m�'. Ap ⊃ Ap+1

�HA ���@ �Q��Ó ú

	æJ. 	K ½J
Ë @ �ðX @

�	Yºë ð A2 = A1

⋂
B(a2,

1
2 ) 	áºJ
Ë n ∈ N 	áÓ ú
æî

�D 	JÓ
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1
2p ú

�
Î« YK
 	QK
 B

�
Ap Q¢�̄ ð . N 3 n 	áÓ ú
æî

�D 	JÓ Q�
 	« X�
�YªË xn ø
 ñ

�Jm�'

ZA �¢ 	« é 	JÓ �Ê 	j�J�	� @ �	X @�

�ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒj. Öß. A �é«ñÒj. ÒÊË� �ZA �¢ 	« (Acn)n∈N
	àA
�
¾Ë ⋂

Ap = ∅ 	àA
�
¿ ñË⋂

Ap 6= ∅ @ �	X @� .
	�PA �ª�K @

�	Yë ð Ap ù

�¢ 	ªK
 B

�
@
�	Yê 	̄ Ac1

⋃
..

⋃
Acp = Acp

�	à

@ A �Üß. Ac1

⋃
..

⋃
Acp . ú
æî

�D 	JÓ
�éªK. A

��J��JÖÏ @ @ �	X @� d(xnp
, x) ≤ 1

2p

�	àA�
	̄
xnp
∈ Ap �IJ
m�'. (xn) 	áÓ �é�J
K� 	Qk.

�éªK. A
��J��JÓ (xnp

) ð x ∈
⋂
Ap 	áºJ
Ë

. A ú

	̄ �éK. PA

��®�JÓ (xnp
) �é�J
K� 	Qk.

�éªK. A
��J��JÓ A�êË (xn) �é�J
K� 	Qm.Ì'@

(Oi)i∈I 	áºJ
Ë ð . A ú

	̄ �éK. PA

��®�JÓ �é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ A�êË A 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ

�
É¿ �	à


@ 	�Q�� 	® 	JË ú


	G A
��JË @ è A�m.�

��'B� @ A �Ó

@

é�	K A�
	̄ �ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒj. Öß. A

�é«ñÒj. ÒÊË� �ZA �¢ 	«
N 3 n

�
É¾Ê 	̄ B

��
@� ð Oi

�HA �«ñÒj. ÖÏ @ Yg

@ ú


	̄ �è @ �ñ�Jm× B(x, r) 	àñº�K A 3 x É¾Ë �IJ
m�'. 0 < r Yg. ñK

A�êË (xn)

�	àA�
	̄
A

�éJ
 ��A �	g 	áÓ Oi
�HA �«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ ��ø



@ ú


	̄ �è @ �ñ�Jm× �I��
Ë B(xn, 1
n ) �IJ
m�'. xn Yg. ñK


	áÓ A��̄C
�
¢	� @� A �Ò�Jm 	̄ Oi0 3 x �IJ
m�'. I 3 i0 Yg. ñK
 é�	K


@ A �Üß. ð. A 3 x 	áÓ �éK. PA

��®�JÓ (xnp
) �é�J
K� 	Qk.

�éªK. A
��J��JÓ

	à@� . B(x1, r) ø
 ñ
�Jm�'
 Oi1 Yg. ñK
 A 3 x1

	áºJ
Ë . 	�PA �ª�K @
�	Yë ð Oi0 ⊃ B(xnp

, 1
np

) 	àñº�K �é 	J�J
ªÓ �éJ. �KP
A �Üß. (A \B(x1, r)) 3 x2 Yg. ñK
 B

��
@� ð A

�é«ñÒj. ÒÊË� ú
æî
�D 	JÓ �ZA �¢ 	« 	àñºK
 Oi1

�	àA�
	̄
B(x1, r) ⊃ A 	àA

�
¿

Yg. ñK
 B
��
@� ð A

�é«ñÒj. ÒÊË� ú
æî
�D 	JÓ �ZA �¢ 	« Oi1

⋃
Oi2

	àñºK
 	à

@ A ��ÓA�

	̄ . B(x2, r) ø
 ñ
�Jm�'
 Oi2 Yg. ñK
 é�	K


@

Yg. ñK
 B
��
@� ð A

�é«ñÒj. ÒÊË� ú
æî
�D 	JÓ �ZA �¢ 	« �Ê 	j�J�	� 	à


@ A ��Ó@� @

�	Yºë ð. . . (A \ (B(x1, r)
⋃
B(x2, r)) 3 x3

	áÓ �éK. PA
��®�JÓ (xnp

) �é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ A�êË ��
Ë (xn) A �ëY	J« r ≤ d(xn, xj),∀n 6= j
��
���®m��' A 	áÓ (xn)

�@�Q��Ó A @ �	X @� . A
�é«ñÒj. ÒÊË� ú
æî

�D 	JÓ �ZA �¢ 	« �Ê 	j�J�	� 	à

@ �YK. B

�
@ �	X @� . A

�éJ
 ��A �	g ©Ó 	�PA �ª�K @
�	Yë . A 3 x

(ÉK
PñK. 	áK
A �ë)
�é�K
Q 	¢	�

'A ��®Ê 	ªÓ ð @ �XðYm× 	àA
�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @� A
���@ �Q��Ó 	àñºK
 A

�	àA�
	̄ Rn 	áÓ �éJ
K� 	Qk.

�é«ñÒm.× A 	áº�JË
	àA �ëQK.

ð 'A ��®Ê 	ªÓ ð @ �XðYm× A 	àA
�
¿ @ �	X @� A ��Ó


@ 'A ��®Ê 	ªÓ ð @ �XðYm× 	àñºK
 �@�Q��Ó

�
É¿ �	à


@ 	¬Qª	K ø
 Q

��Ó ZA �	� 	̄ �ø


@ ú


	̄

Rn ú

	̄ �éK. PA

��®�JÓ �é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ A�êË �@ �Q���QK
A
�	̄ ñ 	K @ �	QËñK. 	áÓ @ �	X @�

�èXðYm× ú
æê
	̄
A 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ (xn)n∈N
�I	KA

�
¿

. A ú

	̄ ù ��®J. �K lim

n→∞
(xn)

�	àA�
	̄ ��Ê 	ªÓ A �	à


@ A �Üß.

��@ �Q��Ó A 	à

@ ©Ó

�
A�	̄ A

�
¾�JK
 @

�	Yë ð . A ú

	̄ �éK. PA

��®�JÓ �é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ A�êË A 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ

�
É¿ @ �	X @�

ÈA ��
���B� @ 	K
Qª�K

@ �	X @� ¡�® 	̄ ð @ �	X @� a Y	J« �éÊ���JÓ f : X → Y
�	à

@ Èñ�® 	K a ∈ X ð 	á�
�K
Q��Ó 	áK
 �ZA

�	� 	̄ (Y, δ) ð (X, d) 	áºJ
Ë

9



ú
ÍA
���JË @  Qå��Ë @ ��

���®m��'

∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ X, d(x, a) ≤ η ⇒ δ(f(x), f(a)) ≤ ε

a ∈ X
�
É¿ Y	J« �éÊ���JÓ �I	KA

�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @�
�éÊ���JÓ f �	à


@ Èñ�® 	K
�é�K
Q 	¢	�

@ �	X @� ¡
�® 	̄ ð @ �	X @� a Y	J« �éÊ���JÓ 	àñº�K f : X → Y

�	àA 	̄ a ∈ X ð 	á�
�K
Q��Ó 	áK
 �ZA
�	� 	̄ (Y, δ) ð (X, d) 	áºJ
Ë

f(a) 	áÓ H. PA
��®�J��K (f(xn))n∈N

�	àA�
	̄
a 	áÓ H. PA

��®�J��K X 	áÓ (xn)n∈N
�éªK. A

��J��JÓ É¾Ë ú
ÍA
���JË @  Qå��Ë @ ��

���®m��'

ÈA
��JÓ

f(x, y) =


xy

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

(0, 0) Y	J« �éÊ���JÓ Q�
 	« f @ �	X @� lim
n→∞

f(
1
n
,
c

n
) =

c

1 + c2
��
���®m��'

�é 	¢kC
�
Ó

	àñº�K g ◦ f �	àA�
	̄
f(a) Y	J« �éÊ���JÓ g ð a Y	J« �éÊ���JÓ f �I	KA

�
¿ @ �	X @�

�é�J
�®J
�®mÌ'@ È@ �ðYÊË� 	à

A ��Ë@ ñë A �Ò» (1
a Y	J« �éÊ���JÓ

	àA
�
¿ 	à@�

f
g ½Ë 	Y» ð f.g ð f + g

�	àA�
	̄
a Y	J« 	á�
�JÊ�

��JÓ g : X → R ð f : X → R �I	KA
�
¿ @ �	X @� (2

a Y	J« �éÊ���JÓ 	àñº�K g(a) 6= 0

	áº�JË (3

f : X → Rq
x → (f1(x), .., fq(x))

a Y	J« �éÊ���JÓ fj A�î�EA�J
�K @
�Yg@�

�
É¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @� a Y	J« �éÊ���JÓ 	àñº�K f �	àA�
	̄

�é�K
Q 	¢	�
�éJ 	̄� A

�
¾�JÓ 	àñº�K �éJ
ËA

���JË @ �H@ �PA�J.ªË @
�	àA�
	̄
f : X → Y ð 	á�


��K
Q��Ó 	áK
 �ZA
�	� 	̄ (Y, δ) ð (X, d) 	áº�JË

�éÊ���JÓ f �éË @
��YË
�
@ (1

X 	áÓ A �gñ�J 	®Ó f−1(O) 	àñºK
 Y ⊃ O h
�
ñ�J 	®Ó

�
É¾Ë (2

X 	áÓ A ��®Ê 	ªÓ f−1(F ) 	àñºK
 Y ⊃ F ��� Ê
	ªÓ

�
É¾Ë (3

f(A) ⊂ f(A) 	àñºK
 X ⊃ A
�
É¾Ë (4
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�é�K
Q 	¢	�
	àñºK
 X ⊃ A

���@ �Q��Ó É¾Ê 	̄ �éÊ���JÓ �éË @ �X f : X → Y 	á�
�K
Q��Ó 	áK
 �ZA
�	� 	̄ (Y, δ) ð (X, d) 	áºJ
Ë

Y 	áÓ A ���@ �Q��Ó f(A) = {f(x), x ∈ A}
	àA �ëQK.

�ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒj. Öß. f(A) �é«ñÒj. ÒÊË� �ZA �¢ 	« (Oi)i∈I ð �éÊ���JÓ �éË @ �X f : X → Y ��@ �Q��Ó A ⊂ X 	áºJ
Ë
A

�	à

@ A �Üß. �éÊ���JÓ �éË @ �X f : X → Y

�	à

B �ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒj. Öß. A �é«ñÒj. ÒÊË� �ZA �¢ 	« 	àñºK
 (f−1(Oi))i∈I

ú

G�
	Qk. ZA �¢ 	« ñë Oi1 , .., Oin @ �	X @� f

−1(Oi1), .., f−1(Oin) ú
æî
�D 	JÓ ZA �¢ 	« é 	JÓ �Ê 	j�J�	� 	à


@ 	áºÖß
 ��@ �Q��Ó

. ú
æî
�D 	JÓ

�é�K
Q 	¢	�
�éÊ���JÓ �éË @ �X f : X → Y ð A��K
Q��Ó �ZA �	� 	̄ (Y, δ) ð A ���@ �Q��Ó �ZA �	� 	̄ (X, d) 	áºJ
Ë

ÈA �����B� @
�éÒ 	¢�J 	JÓ 	àñº�K A�î�	EA�

	̄

	àA �ëQK.
�IJ
m�'. ηx > 0 Yg. ñ�K X 3 x

�
É¾Ê 	̄ �éÊ���JÓ �éË @ �X f : X → Y

�	à

@ A �Üß. ε > 0 	áº�JË

�Ê 	j�J�	� 	à

@ 	áºÖß
 @ �	X @� X ù


�¢ 	ª�K {B(x, ηx

2 ), x ∈ X} �H@ �QºË@ d(x, y) < ηx ⇒ δ(f(x), f(y)) < ε
2

�IJ
m�'. X 3 y ð X 3 x 	áº�JË η =
n

inf
j=1

ηxj

2
	áº�JË {B(x1,

ηx1
2 ), .., B(xn,

ηxn

2 } ú
æî
�D 	JÓ ZA �¢ 	«

@ �	X @� d(x, xj) < ηxj
A�	JË B(xj ,

ηxj

2 ) 3 x �IJ
m�'. 1 ≤ j ≤ n Yg. ñK
 é�	K A�
	̄

d(x, y) < η

i. �J
	�K
 δ(f(y), f(xj)) < ε

2 @ �	X @� d(y, xj) ≤ d(x, y) + d(x, xj) < ηxj
½Ë 	Y» ð δ(f(x), f(xj)) < ε

2

�	à

@ @ �	X @�

δ(f(x), f(y)) ≤ δ(f(y), f(xj)) + δ(f(x), f(xj)) < ε

�é�K
Q 	¢	�
�éÊ���JÓ �éË @ �X f : X → R ð A ���@ �Q��Ó �ZA �	� 	̄ (X, d) 	áºJ
Ë

X ú
�
Î« ø �Q 	ª ��Ë@ A�î �DÒJ
�̄ ú

�
Í@� É�

�� ð X ú
�
Î« ù�Ò 	¢ªË@ A�î �DÒJ
�̄ ú

�
Í@� É�

�� A�î�	EA�
	̄

	àA �ëQK.
sup
x∈X

f(x) = lim
n→∞

f(xn) ��
���®m��' X 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ (xn)n∈N 	áº�JË ð X ��@ �Q��Ó ú
�
Î« �éÊ���JÓ �éË @ �X f 	áº�JË

�éË @ �X f �	à

@ A �Üß. ð . X 3 x 	áÓ H. PA

��®�J��K (xn)n∈N 	áÓ (xnk
) �é�J
K� 	Qk.

�éªK. A
��J��JÓ Yg. ñ�K ��@ �Q��Ó X �	à


@ A �Üß.

�	àA�
	̄ �éÊ���JÓ
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f(x) = lim
nk→∞

f(xnk
) = sup

x∈X
f(x)

@ �	X @� X 3 y Y	J« . ù �Ò 	¢ªË@ A�î �DÒJ
�̄ ú
�
Í@� É�

�� g = −f ½Ë 	Y» ð

−f(y) = g(y) = sup
x∈X
−f(x) = − inf

x∈X
f(x)

. y Y	J« ø �Q 	ª ��Ë@ A�î �DÒJ
�̄ ú
�
Í@� É�

�� f ø


@

�é�K
Q 	¢	�
	àA
�
¿ @ �	X @� ¡�® 	̄ ð @ �	X @� F ú

�
Î« @ �PA�J
ªÓ 	àñºK
 N

�	àA�
	̄ 	á�
�J
 �®� J


�®k 	á�
K� A
�	� 	̄ 	á�
K. A�J
 �¢ 	k C

�
K. A
��®�K ϕ : E → F 	áºJ
Ë
E ú

�
Î« @ �PA�J
ªÓ N ◦ ϕ

	àA �ëQK.
�	àA�
	̄
F ú

�
Î« @ �PA�J
ªÓ 	àñºK
 N

�	à

@ 	�Q�� 	® 	JË

(N ◦ ϕ(x) = 0)⇔ (ϕ(x) = 0)⇔ (x = 0)
�	àA�
	̄
E 3 x É¾Ë (1

�	àA�
	̄ R 3 λ É¾Ë ð E 3 x É¾Ë Q 	£A�	J��JË

�
@ (2

N ◦ ϕ(λx) = N(λϕ(x)) = |λ|N ◦ ϕ(x)
�	àA�
	̄
E 3 y É¾Ë ð E 3 x É¾Ë �IÊ�JÖÏ @ �é 	JK
A�J. �JÓ (3

N ◦ ϕ(x+ y) = N(ϕ(x) + ϕ(y)) ≤ N(ϕ(x)) +N(ϕ(y))

N ◦ ϕ ◦ ψ = N 	àñºK
 ��J.� A ��ÜØ� @ �	X @� ù

�¢ 	k ÉK. A

��®�K é�	K A�
	̄
ϕ �ñºªÓ ñë ψ ð @ �PA�J
ªÓ N ◦ ϕ 	àA

�
¿ 	X @� A ��Ó


@

. @ �PA�J
ªÓ
�é�K
Q 	¢	�

	á�
J�
	̄ A
�
¾�JÓ 	àA�	KñºK
 E ú

�
Î« 	áK
PA�J
ªÓ ø
 @

�	àA�
	̄ ú
æî

�DJÓ E YªK. 	àA
�
¿ @ �	X @�

	àA �ëQK.
|| ||2 ©Ó �ú 	̄� A

�
¾�JÓ N �	à


@ 	á��
J. 	JË Rn ú

�
Î« PA�J
ªÓ N

�	à

@ ð E = Rn

�	à

@ 	�Q�� 	® 	JË

É�® 	JË Rn 3 y É¾Ë ð Rn 3 x É¾
�
Ë Rn ú

�
Î« ù
 ªJ
J.¢Ë@ �A ��


B@ e1, .., en 	áºJ
Ë�	àA�

	̄
x = (x1, .., xn) = x1e1 + ..+ xnen y = (y1, .., yn) = y1e1 + ..+ ynen

|N(x)−N(y)| ≤ N(x− y) = N((x1 − y1)e1 + ..+ (xn − yn)en)

≤ Σ|xj − yj |N(ej) ≤ ||x− y||2ΣN(ej)
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ð ��Ê 	ªÓ é�	K

B ��@�Q��Ó S = {x ∈ Rn, ||x||2 = 1}

�	à

@ A �Üß. Rn ú

�
Î« ÈA �����B� @

�éÒ 	¢�J 	JÓ N �	à

@ 	á��
J. K
 @

�	Yë @ �	X @��	à

@ A �Üß. S ú

�
Î« a ø �Q 	ª ��Ë@ A�î �DÒJ
�̄ ú

�
Í@� É�

�� ð S ú
�
Î« b ù�Ò 	¢ªË@ A�î �DÒJ
�̄ ú

�
Í@� É�

�� N �	àA�
	̄ Rn 	áÓ XðYm×

@ �	X @� S 3 x
||x||2

�	àA�
	̄ 0 6= x ð Rn 3 x 	áºJ
Ë 0 < a ≤ b

�	àA�
	̄ (N(x) = 0)⇔ (x = 0)

�	à

@ ½Ë 	X || ||2 ©Ó �ú 	̄� A

�
¾�JÓ N 	àñºK


�	àA�
	̄ �Õç�' 	áÓ ð a ≤ N( x

||x||2 ) ≤ b

∀x ∈ Rn, a||x||2 ≤ N(x) ≤ b||x||2

M 	àñºK
 ñ�
�	̄ A
�
¾��JË @ �é�̄C

�
« ø


�Yª�K 	áÓ ð || ||2 ©Ó �ú 	̄� A
�
¾�JÓ 	àñºK
 M

�	àA�
	̄ Rn ú

�
Î« ú


	GA
��K @ �PA�J
ªÓ M 	àA

�
¿ @ �	X @�

. N ©Ó �ú 	̄� A
�
¾�JÓ

I. �k �é 	̄ �QªÖÏ @ ϕ : Rn → E
�	àA�
	̄
E ZA �	� 	®ÊË� A ��A ��


@ {v1, .., vn} ð ú
æî

�DJÓ YªK. ø

	X ZA �	� 	̄ �ø



@ E 	àA

�
¿ @ �	X @�

	áK
PA�J
ªÓ M ◦ ϕ ð N ◦ ϕ 	àñºK
 ��J.� A��ÜØ� @ �	X @� ù

�¢ 	k ÉK. A

��®�K ñë ϕ(x1, .., xn) = x1v1 + ..+ xnvn

. E ú
�
Î« 	à

�
A 	̄ A

�
¾�JÓ A �Òë 	à@ �PA�J
ªÓ N ð M @ �	X @� Rn ú

�
Î« . 	á�
J�

	̄ A
�
¾�JÓ

�é�K
Q 	¢	�
A ��@ �Q��Ó K 	àA

�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @� E 	áÓ @ �XðYm× ð A ��®Ê 	ªÓ 	àñºK
 E ⊃ K
�	àA�
	̄ ú
æî

�D 	JÓ E YªK. 	àA
�
¿ @ �	X @� (1

A ��®Ê 	ªÓ 	àñºK
 F
�	àA�
	̄
E ø
 PA

�J
ªÓ ZA �	� 	̄ 	áÓ ú
æî
�D 	JÓ YªK. ø


	X A��J
K� 	Qk. �ZA �	� 	̄
F 	àA

�
¿ @ �	X @� (2
	àA �ëQK.

�	àA�
	̄
E ZA �	� 	̄ ú

�
Î« @ �PA�J
ªÓ N ð E ZA �	� 	®ÊË� A ��A ��


@ {v1, .., vn} ð ú
æî

�DJÓ YªK. ø

	X ZA �	� 	̄ �ø



@ E 	àA

�
¿ @ �	X @� (1

	àñºK
 ��J.� A ��ÜØ� @ �	X @� ù

�¢ 	k ÉK. A

��®�K ñë ϕ(x1, .., xn) = x1v1 + ..+ xnvn I. �k �é 	̄ �QªÖÏ @ ϕ : Rn → E

�IJ
m�'. 0 < a < b Yg. ñK
 @ �	X @� Rn ú
�
Î« || ||2 ©Ó �ú 	̄� A

�
¾�JÓ @ �PA�J
ªÓ N ◦ ϕ

A�	JË ∀x ∈ Rn, a||x||2 ≤ N(ϕ(x)) ≤ b||x||2

|N(ϕ(x))−N(ϕ(y))| = N(ϕ(x− y)) ≤ b||x− y||2
. ÈA �����B� @

�éÒ 	¢�J 	JÓ ϕ �	à

@ 	á�
J. K
 @

�	Yë

@ �	X @� sup
y∈K

N(y) = R
�	à

@ 	�Q�� 	® 	JË Rn 	áÓ A ��®Ê 	ªÓ ϕ−1(K) 	àñºK
 A �ëY	J« @ �XðYm× ð A ��®Ê 	ªÓ E ⊃ K 	áºJ
Ë

@ �	X @� sup
x∈ϕ−1(K)

||x||2 ≤
R

a

�	àA�
	̄ ∀x ∈ Rn, a||x||2 ≤ N(ϕ(x))

�	à

@ A �Üß. ð sup

x∈ϕ−1(K)

N(ϕ(x)) = R

	àñºK
 ϕ(ϕ−1(K)) = K
�	àA�
	̄ �éÊ���JÓ ϕ �	à


@ A �Üß. ð .�@ �Q��Ó ñë @ �	X @� Rn 	áÓ ��Ê 	ªÓ ð XðYm× ñë ϕ−1(K)

. @ �XðYm× ð A ��®Ê 	ªÓ �@�Q��Ó
�
É¿ 	àñºK
 ø
 Q

��Ó ZA �	� 	̄ �ø


@ ú


	̄ é�	K

@ 	¬Qª	J 	̄ �ºªË@ A �Ó


@ ��@ �Q��Ó

(yp)
�éªK. A

��J��JÓ 	Y 	g

A 	JË A ��®Ê 	ªÓ é�	K


@ 	á��
J. 	K ú
» E ø
 PA

�J
ªÓ ZA �	� 	̄ 	áÓ ú
æî
�D 	JÓ YªK. ø


	X A��J
K� 	Qk. �ZA �	� 	̄
F 	àA

�
¿ @ �	X @� (2

F 3 y
�	à

@ 	á��
J. 	JË ð E 3 y 	áÓ H. PA

��®�J��K F 	áÓ

13



I. �k �é 	̄ �QªÖÏ @ ϕ : Rn → E
�	àA�
	̄
E ZA �	� 	®Ë @ PA�J
ªÓ N ð F ZA �	� 	®ÊË� A ��A ��


@ {v1, .., vn} 	áºJ
Ë

@ �PA�J
ªÓ N ◦ ϕ 	àñºK
 ��J.� A ��ÜØ� @ �	X @� F ð Rn 	á�
K. ù

�¢ 	k ÉK. A

��®�K ñë ϕ(x1, .., xn) = x1v1 + ..+ xnvn

∀x ∈ Rn, a||x||2 ≤ N(ϕ(x)) ≤ b||x||2 �IJ
m�'. 0 < a < b Yg. ñK
 @ �	X @� Rn ú
�
Î« || ||2 ©Ó �ú 	̄� A

�
¾�JÓ

A�	JË ϕ(xp) = yp
�IJ
m�'. Rn 3 xp YJ
kð Qå�	J« Yg. ñK
 N 3 p

�
É¾Ê 	̄ ÉK. A

��®�K ϕ �	à

@ A �Üß.

a||xp − xq||2 ≤ N(ϕ(xp − xq)) = N(yp − yq)

@ �	X @� ÐA
��K Rn

�	à

@ A �Üß. ð Rn ú


	̄ �é�J
 ��ñ» (xp) 	àñº�K �é�®K. A ���Ë@ �é 	JK
A�J. �JÖÏ @ 	áÔ 	̄ E 3 y 	áÓ H. PA
��®�J��K (yp)

�	à

@ A �Üß.

(yp)
�	àA�
	̄
N(yp − ϕ(x)) = N(ϕ(xp − x)) ≤ b||xp − x||2

�	à

@ A �Üß. ð Rn 3 x 	áÓ H. PA

��®�J��K (xp)

. E 	áÓ A ��®Ê 	ªÓ F 	àñºK
 @ �	X @� F 3 ϕ(x) = y @ �	X @� F 3 ϕ(x) 	áÓ H. PA
��®�J��K

(F.Riez)
�é�K
Q 	¢	�

�èYgñË@ �èQ» �I	KA
�
¿ @ �	X @� ¡�® 	̄ ð @ �	X @� @ �XðYm× 	àñºK
 E YªK.

�	àA�
	̄ A�K
PA�J
ªÓ A�J
¢ 	k �ZA �	� 	̄ (E, || ||) 	áºJ
Ë

E ú

	̄ A ��@ �Q��Ó B(0, 1) = {x ∈ E, ||x|| ≤ 1}

�éJ
ËA
���JË @ �éK
YJ
êÒ�JË @

�Yª	K �éK
Q 	¢	JË @ è 	Yë 	áëQ�. 	K ú
»�éK
YJ
êÖ
�ß

A ��®��®m× a ∈ E Yg. ñK
 é�	K A�
	̄
F 6= E �IJ
m�'. E ø
 PA

�J
ªÓ ZA �	� 	̄ 	áÓ A ��®Ê 	ªÓ A�J
K� 	Qk. A�J
 �¢ 	k �ZA �	� 	̄
F 	áºJ
Ë

	á��
ËA
���JË @ 	á�
£Qå��ÊË�

d(a, F ) ≥ 1
2
(2 �ð ||a|| = 1 (1

	àA �ëQK.
d(x, F ) = inf{||x− y||; y ∈ F}

�	à

@ A �Üß. ð 0 < r = d(x, F )

�	àA�
	̄ ��Ê 	ªÓ F 	à


@ A �Üß. x ∈ E \ F 	áÂJ
Ë�

É¾Ë ½Ë 	Y» ð ||a|| = 1
�	àA�
	̄
a = x−y0

||x−y0||
	áºJ
Ë r < ||x− y0|| < 2r �IJ
m�'. y0 ∈ F Yg. ñK
 é�	K A�

	̄
�	àA�
	̄
y ∈ F

d(y, a) = ||y − x−y0
||x−y0|| || =

1
||x−y0|| ||y(||x− y0||) + y0 − x|| > r

2r = 1
2

(F.Riez)
�é�K
Q 	¢	� 	àA �ëQK.

@ �	X @� A �Ó

@ A ��@ �Q��Ó �èYgñË@ �è�Q» 	àñº�K @ �	X @� A ��@ �Q��Ó 	àñºK
 XðYm× ð ��Ê 	ªÓ Z 	Qk.

�
É¿ �	àA�

	̄ XðYm× E YªK. 	àA
�
¿ @ �	X @�

B(0, 1)
�	à

@ A �Üß. �ékñ�J 	®Ó Z@ �	Qk.


A�K. B(0, 1) ZA �¢ 	« 	àñºK
 (B(e, 1

2 ))e∈B(0,1)
	àA�
	̄ A ��@ �Q��Ó �èYgñË@ �èQ» �I	KA

�
¿

	áÓ Y
�
Ëñ�ÜÏ @ ú


G�
	Qm.Ì'@ Z A �	� 	®Ë @ F 	áºJ
Ë B(0, 1) ⊂

⋃n
k=1B(ek, 1

2 ) ú
æî
�D 	JÓ ZA �¢ 	« Yg. ñK
 é�	K A�

	̄ A ��@ �Q�� �Ó
ð a ∈ B(0, 1) Ym.�

	' é�	K A�
	̄ �éK
YJ
êÒ�JË @ 	áÔ 	̄ B

�
@� ð F = E ð n 	áÓ Q 	ª�


@ F YªK. 	àñºK
 e1, ..., en
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ÉJ
j����Ó @
�	Yë ð d(a, F ) > 1

2

�	à

@ ½Ë 	X a /∈ ⋃n

k=1B(ek, 1
2 )

	áK
PA �Ü
�ß

A�J
k. ñËñK. ñ
��JË @ � 	® 	K 	à@ �Y

�
ËñK
 	á�
J�

	̄ A
�
¾�J �Ó 	áK
PA�J
ªÓ

�	à

@ 	á��
K. (1

	á�
J�
	̄ A
�
¾�JÓ 	àA�	KñºK
 	áK
PA�J
ªÓ ø
 @

�	àA�
	̄ @ �XðYm× E YªK. 	àA

�
¿ @ �	X @� (2

A ��@ �Q��Ó 	àñºK
 E 	áÓ XðYm× ð ��Ê 	ªÓ
�
É¿ �	àA�

	̄ ú
æî
�D 	JÓ E YªK. 	àA

�
¿ @ �	X @� (3

A ��®Ê 	ªÓ 	àñºK
 F
�	àA�
	̄
E ø
 PA

�J
ªÓ ZA �	� 	̄ 	áÓ ú
æî
�D 	JÓ YªK. ø


	X A��J
K� 	Qk. �ZA �	� 	̄
F 	àA

�
¿ @ �	X @� (4

A ��®Ê 	ªÓ 	àñºK
 F1 + F2
�	àA�
	̄ ú
æî

�D 	JÓ YªK. ø

	X A�J
K� 	Qk. �ZA �	� 	̄

F2 ð A ��®Ê 	ªÓ A�J
K� 	Qk. �ZA �	� 	̄
F1

	àA
�
¿ @ �	X @� (5

A �	®J
�J» 	àñºK
 	à

@ A ��Ó@� ð A ��®Ê 	ªÓ 	àñºK
 	à


@ A ��Ó@� 1 éÓA �Ü �ß YªK. �ú


G�
	Qk. ZA �	� 	̄ �

É¿ (6
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Baire PA�K.
�é�K
Q 	¢	�

	K
Qª�K
�I�®��®k 	à@� (E, d) ø
 Q

��ÖÏ @ Z A �	� 	®Ë @ ú

	̄ �éJ
 ��ñ» (xn)n∈N

�éªK. A
��J��J �ÜÏ @ �	à


@ Èñ�® 	K

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀m ≥ N, ∀n ≥ N, d(xn, xm) ≤ ε

(E, d) 	áÓ �éJ
 ��ñ» �éªK. A
��J��J �Ó

�
É¿ éJ
 	̄ �I	KA

�
¿ 	à@� complete ÉÓA

�
¿ ð


@ ÐA��K (E, d) ø
 Q

��ÖÏ @ Z A �	� 	®Ë @ �	à

@ Èñ�® 	K
�éK. PA

��®�J �Ó

ÐA��K 	àA
�
¿ 	à@� pA�	JK. Z A

�	� 	̄ ñë (E, || ||) ø
 PA
�J
ªÖÏ @ ù
 ¢

	mÌ'@ ZA �	� 	®Ë @ �	à

@ Èñ�® 	K
�éÊ�JÓ@

pA�	JK. Z A
�	� 	̄ 	àñºK
 ú
æî

�D 	JÓ YªK. ø

	X ø
 PA

�J
ªÓ ù
 ¢
	k ZA �	� 	̄ �

É¿ (1

pA�	JK. Z A
�	� 	̄ ñë (C([0, 1]), || ||)

�	àA�
	̄ ||f || = supx∈[0,1] |f(x)| 	àA

�
¿ @ �	X @� (2

pA�	JK. Z A
�	� 	̄ ñë (Lp(R), || ||p)

�	àA�
	̄ ||f ||p = (

∫∞
−∞ |f(x)|pdx)

1
p ð p ≥ 1 	àA

�
¿ @ �	X @� (3

pA�	J�. K.� ��
Ë ð ø
 PA
�J
ªÓ ù
 ¢

	k ZA �	� 	̄ ñë (C[X], || ||)
�	àA�
	̄ ||Q|| = supx∈[0,1] |Q(x)| 	àA

�
¿ @ �	X @� (4�éK
Q 	¢	�

ú
ÍA
���JË @  Qå��Ë @ éJ
 	̄ ��

���®m��' @ �	X @� ¡�® 	̄ ð @ �	X @� pA�	JK. Z A �	� 	̄ ð

@ A �ÓA��K 	àñºK
 (E, || ||) ø
 PA

�J
ªÖÏ @ ù
 ¢
	mÌ'@ ZA �	� 	®Ë @

R ú

	̄ �éK. PA

��®�J �Ó ∑
||xn|| �I	KA

�
¿ A �Ò

�
Ê¿ E ú


	̄ �éK. PA
��®�J �Ó ∑

xn
	àñº�K
	àA �ëQK.

�	à

@ ½Ë 	X �éJ
 ��ñ» 	àñº�K Xn =

∑n
k=0 xk

�	àA�
	̄ �éK. PA

��®�J �Ó ∑
||xn|| �I	KA

�
¿ ð pA�	JK. Z A

�	� 	̄ (E, || ||) 	àA
�
¿ @ �	X @�

||Xn+k −Xn|| ≤
∑
k>n

||xn||−→0

�éK. PA
��®�J �Ó ∑

xn ø


@ �éK. PA

��®�J �Ó (Xn)n∈N
	àñº�K @

�	YîE. ð
��
���®m��' (yn) �é�J
K� 	Qk.

�éªK. A
��J��JÓ A�êÊ 	̄ �éJ
 ��ñ» E ú


	̄ �éªK. A
��J��J �Ó (xn) ð A ��®

���®j�JÓ  Qå��Ë @ 	àA
�
¿ @ �	X @� A

�Ó

@

||yn+1 − yn|| ≤
1
2n

	àñº�K  Qå��Ë @ ú
�
Î« XA �Ò�J«B� A

�J. 	̄
∑∞
k=1 ||uk||

��
���®m��' un = yn+1 − yn, n > 1 ð u1 = y1

�éªK. A
��J��JÖÏ @ @ �	X @��éK. PA

��®�JÓ �é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ A�êË �éJ
 ��ñ» �éªK. A
��J��JÓ

�
É¿ ø
 Q

��Ó ZA �	� 	̄ �ø


@ ú


	̄ �	à

@ A �Üß. ð �éK. PA

��®�JÓ yn+1 =
∑n
k=1 uk
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. A �ÓA��K E 	àñºK
 �Õç�' 	áÓ ð �éK. PA
��®�JÓ (xn) @ �	X @� .

�éK. PA
��®�JÓ A �Ò�Jk 	àñº�K

�é�K
Q 	¢	�
A ��®Ê 	ªÓ 	àñºK
 F

�	àA�
	̄ ÐA��K (F, d) 	àA

�
¿ @ �	X @� F ⊂ E ð ø
 Q

��Ó ZA �	� 	̄ (E, d) 	áºJ
Ë (1

A�ÓA��K 	àñºK
 (F, d)
�	àA�
	̄ (E, d) ú


	̄ A ��®Ê 	ªÓ F ð A�ÓA��K A�K
Q��Ó �ZA �	� 	̄ (E, d) 	àA
�
¿ @ �	X @� A

��Ó

@ (2

	àA �ëQK.
	áÓ H. PA

��®�J��K F 	áÓ (xn) �éªK. A
��J��JÓ

�
É¿ �	àA�

	̄ ÐA��K (F, d) 	àA
�
¿ @ �	X @� F ⊂ E ð ø
 Q

��Ó ZA �	� 	̄ (E, d) 	áºJ
Ë (1
�éK
A�î 	E

�	à

B A ��®Ê 	ªÓ F 	àñºK
 @ �	X @�. F 3 x @ �	X @� F ú


	̄ H. PA
��®�J��K @ �	X @� ÐA��K (F, d)

�	à

@ A �Üß. �é�J
 ��ñ» 	àñº�K E 3 x

F ú

	̄ ù ��®J. �K �éK. PA

��®��JÓ F 	áÓ (xn) �éªK. A
��J��JÓ

�
É¿

	Y 	g

A 	JË A �ÓA��K 	àñºK
 (F, d)

�	à

@ �IJ. �� 	K ú
» (E, d) ú


	̄ A ��®Ê 	ªÓ F ð A�ÓA��K A�K
Q��Ó �ZA �	� 	̄ (E, d) 	àA
�
¿ @ �	X @� (2

�	àA�
	̄ ��Ê 	ªÓ F �	à


@ A �Üß. . E 3 x 	áÓ H. PA

��®�J��K (xn)
�	àA�
	̄ ÐA��K (E, d)

�	à

@ A �Üß. �é�J
 ��ñ» F 	áÓ (xn) �éªK. A

��J��JÓ
ÐA��K F �	à


@ �IJ. ��K
 @

�	Yë ð F ú

	̄ H. PA

��®�J��K F 	áÓ �é�J
 ��ñ»
�
É¿ @ �	X @� F 3 x	K
Qª�K

�ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒm.× 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ

�
É¿ éJ
 	̄ ��

���®m��' 	à@� (Baire) PA�K. Z A
�	� 	̄ (E, τ) ú
k. ñËñK. ñ

�JË @ Z A �	� 	®Ë @ �	à

@ Èñ�® 	K

A �	®J
�J» A�êª£A ��®�K 	àñºK
 �é 	®J
�J» ð

(∀n ∈ N, On ∈ τ,On = E)⇒
⋂
n∈N

On = E

�é 	¢kC
�
Ó

 Qå��Ë @ ���m��' @ �	X @� ¡�® 	̄ ð @ �	X @� PA
�K. Z A �	� 	̄ 	àñºK
 (E, τ) ú
k. ñËñK. ñ

�JË @ Z A �	� 	®Ë @ �	à

@ ø �Q 	K Õ��Ô�JÖÏ @ ú

�
Î« XA �Ò�J«B� A

�K.
ú
ÍA

���JË @

A �	«PA�	̄ 	àñºK
 A �ëXA�m�
��' @� É

	g@ �X �	àA�
	̄ 	̈ PA�	̄ Fn

�
É¿ É 	g@ �X ð (E, τ) ú


	̄ �é�®Ê 	ªÓ Fn �HA �«ñÒm.× 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ

�
É¾Ë

∀n ∈ N, F ◦n = ∅ ⇒ (
⋃
Fn)◦ = ∅

�é�K
Q 	¢	�
PA�K. Z A

�	� 	̄ 	àñºK
 ÐA��K (E, d) ø
 Q
��Ó ZA �	� 	̄ 	áÓ hñ�J 	®Ó

�
É¿

	àA �ëQK.
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ð �ékñ�J 	®Ó �HA �«ñÒm.× 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ (Vn)n∈N ð ÐA��K (E, d) ø
 Q

��Ó ZA �	� 	̄ 	áÓ 	̈ PA�	̄ Q�
 	« hñ�J 	®Ó O 	áºJ
Ë
O ⊃ V 	̈ PA�	̄ Q�
 	« hñ�J 	®Ó

�
É¾Ë é�	K


@ �IJ. �� 	K 	à


@ I. m.�'
 O ú


	̄ �é 	®J
�J»
⋂
n∈N

Vn
�	à

@ �IJ. �� 	K ú
»

. O ú

	̄ �é 	®J
�J»

B(x1, r1) �é 	«PA�	̄ Q�
 	« �èQ» ú
�
Î« ø
 ñ

�Jm�'
 ñê 	̄ 	̈ PA�	̄ Q�
 	« hñ�J 	®Ó V1

⋂
V

�	à

@ A �Üß. ∅ 6=

⋂
n∈N

Vn
⋂
V

�	àA�
	̄

�	à

@ A �Üß. ð B(x2, r2) �é 	«PA�	̄ Q�
 	« �èQ» ú

�
Î« ø
 ñ

�Jm�'
 ñê 	̄ 	̈ PA�	̄ Q�
 	« V2

⋂
B(x1,

r1
2 )

�	à

@ A �Üß.

�éªK. A
��J��JÓ ú


	æJ. 	K ½J
Ë @ �ðX @
�	Yºë ð B(x3, r3) �é 	«PA�	̄ Q�
 	« �èQ» ú

�
Î« ø
 ñ

�Jm�'
 ñê 	̄ 	̈ PA�	̄ Q�
 	« V3

⋂
B(x2,

r2
2 )

�	àA�
	̄
m > n 	àA

�
¿ @ �	X @� é�	K


@ 	¡kC

� 	K B(xn+1, rn+1) ⊂ B(xn, rn

2 ) ⊂ B(xn, rn) ⊂ Vn
⋂
..

⋂
V1

⋂
V

É¾Ë . E 3 x 	áÓ H. PA
��®�J��K A�î�	EA�

	̄ ÐA��K (E, d)
�	à

@ A �Üß. �é�J
 ��ñ» (xn) @ �	X @� d(xm, xn) ≤ rn

2 ≤ .. ≤
r1

2n−1

B(xn, rn

2 ) ��Ê 	ªÖÏ @ ú

	̄ 	àñº�K x = limxn

�	àA�
	̄ N 3 n

�
É¾Ë @ �	X @� Vn ⊃ B(xn, rn

2 ) 3 xm
�	àA�
	̄
m > n⋂

n∈N
Vn 3 x @ �	X @�

�é�K
Q 	¢	�
�YªÊË� ÉK. A

��̄ Q�
 	« ð

@ ú
æî

�D 	JÓ 	àñºK
 	à

@ A ��Ó@� E pA�	JK. Z A

�	� 	®Ë (ei)i∈I �A ��

@

�
É¿

	àA �ëQK.
ù

�¢	mÌ'@ ZA �	� 	®Ë @ Ek 	áºJ
Ë ú
æî

�D 	JÓ Q�
 	« ð �YªÊË� ÉK. A
��̄ (en)n∈N �A ��


@ éË E ú


	kA�	JJ. Ë @ Z A �	� 	®Ë @ �	à

@ 	�Q�� 	® 	JË

ú

G�
	Qm.Ì'@ ù


�¢	mÌ'@ ZA �	� 	®Ë @ �	à

@ A �Üß. ð ��Ê 	ªÓ ñê 	̄ ú
æî

�D 	JÓ Ek YªK.
�	à

@ A �Üß. (e1, .., ek) é�A ��


@ ø


	YË@ ú

G�
	Qm.Ì'@

�	à

B 	�PA �ª�K @

�	Yë ð 	̈ PA�	̄
⋃
k∈N

Ek É 	g@ �X �	àA�
	̄ PA�K. Z A �	� 	̄

E
�	à

@ A �Üß. 	̈ PA�	̄ Ek É 	g@ �X �	àA�

	̄
E 6= Ek

. E ñë E É 	g@ �X ð E =
⋃
k∈N

Ek

��J
J.¢
��

½Ë 	X pA�	JK. Z A
�	� 	̄ (R[X], || ||) 	àñºK
 �IJ
m�'. R[X] XðYmÌ'@ �H@ �Q�
�J» ú

�
Î« || || @ �PA�J
ªÓ Ym.�

	' 	à

@ 	áºÖß
 B

� (1
. �YªÊË� ÉK. A

��̄ 1, X, ..,Xn, .. �A ��

@ éË R[X]

�	à

@

��
Ë @ �	X @� R[X] ú
�
Î« ø
 ñ

�Jm�'
 é�	K

B ú
æî

�D 	JÓ Q�
 	« èYªK.
�	à

@ A �Üß.ð pA�	JK. Z A �	� 	̄ (C([0, 1], || ||∞)

�	à

@ A�	JK



@P (2

. �YªÊË� ÉK. A
��̄ �A ��


@ éË

	K
Qª�K
A�J
 �¢ 	k @ �Q

��K ñ�Ó ù ��Ò���
 f : E −→ F ù
¢
	k ��J
J.¢��

�
É¿ 	áK
PA�J
ªÓ 	á�
K� A

�	� 	̄ (F, || ||) ð (E, || ||) 	áºJ
Ë
�é�K
Q 	¢	�
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Q 	®�Ë@ Y 	J« C
�
��J�Ó 	àA

�
¿ 	à@� ¡

�® 	̄ ð 	à@� E ÉÓA
�
¿ ú


	̄ C
�
��J�Ó 	àñºK
 é�	K A�

	̄ A�J
¢ 	k @ �Q�K �ñ�Ó f : E −→ F 	àA
�
¿ @ �	X @�

	àA �ëQK.
	àñºK
 @

�	YîE. ð lim
n−→∞

xn = x �IJ
m�'. (xn)n∈N
	Y 	g

�
A 	JË x ∈ E 	àA

�
¿ @ �	X @� ð Q 	®�Ë@ Y 	J« �éÊ��J�Ó f �I	KA

�
¿ @ �	X @�

	àñºK
 @
�	YîE. ð lim

n−→∞
f(xn − x) = f(0) = 0

�	àA�
	̄ Q 	®�Ë@ Y 	J« �éÊ��J�Ó f �	à


@ A �Üß. ð lim

n−→∞
xn − x = 0

x Y	J« �éÊ��J�Ó f �	à

@ ø



@ lim
n−→∞

f(xn) = f(x)

F ú
�
Í@ E 	áÓ �éÊ��J�ÜÏ @ �H@ �Q�K �ñ�ÜÏ @ �é«ñÒm.× L(E,F ) 	áº�JË

�éK
Q 	¢	�
∀x ∈ E, ||u(x)||F ≤ A||x||E �IJ
m�'. A > 0 Yg. ð 	à@� ¡

�® 	̄ ð 	à@� C
�
��J�Ó u : E −→ F Q�K �ñ�ÜÏ @ 	àñºK


pA�	JK. Z A
�	� 	̄ 	àñºK
 L(E,F )

�	àA�
	̄ pA�	JK. Z A

�	� 	̄
F 	àA

�
¿ 	à@� (H.

ũ ∈ L(E,F ) Yg. ñK
 u ∈ L(G,F )
�
É¾Ë �	àA�

	̄
E ú


	̄ A �	®J
�J» A�J
K� 	Qk. �ZA �	� 	̄
G ð pA�	JK. Z A �	� 	̄

F 	àA
�
¿ 	à@� (h.

ũ|G = u �IJ
m�'. YJ
kð
	àA �ëQK.

�H@ �QºË@ ø �Yg@� ú
�
Î« ø
 ñ

�Jm�'
 @ �	X @� 0E ú
�
Î« ø
 ñ

�Jm�'
 A �gñ�J 	®Ó 	àñºK
 u−1(B(0, 1))
�	àA�
	̄ C

�
��J�Ó u 	àA

�
¿ @ �	X @�

r > 0 �IJ
k B(0, r)

∀x ∈ E, ||x|| < r ⇒ ||u(x)|| < 1
�	àA�
	̄
A > 1

r
	áº�JË

∀x ∈ E, x 6= 0, ||u(x)||F = ||x||E ||u(
x

||x||E
)||F ≤ A||x||E

	àA
�
¿ @ �	X @� ú
æîE
YJ.

	̄ �ºªË@ A �Ó

@

∀x ∈ E, ||u(x)||F ≤ A||x||E

u 	àñº�K @
�	YîE. ð lim ||u(xn)|| ≤ A lim ||xn|| = 0

�	àA�
	̄ limu(xn) = 0E �IJ
m�'.

�éJ
Ë� A
��J��J �Ó xn �I	KA

�
¿ @ �	X @� ð�éÊ��J�Ó
	K
Qª�K

ú

�G
�
BA

�
¿ u PA�J
 �ªÓ u ∈ L(E,F ) Q

��K ñ�Ó
�
É¾Ë �éJ.�

�	�ËA�K.
	¬�Qª	JË 	áK
PA�J
ªÓ 	á�
K� A

�	� 	̄ (F, || ||) ð (E, || ||) 	áºJ
Ë
||u|| = sup

||x||≤1

||u(x)||F
�	àA�
	̄ ��J.� A �ÜÏ @ �Q 	¢ 	� (1
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∀x ∈ E, ||u(x)|| ∈ R+

½Ë 	Y» ð
(||u|| = 0)⇔ (||u(x)|| = 0,∀x ∈ E)⇔ (u = 0)

�	à

@ A �Ò» (2

∀u ∈ L(E,F ),∀λ ∈ R, ||λu|| = sup||x||≤1 ||λu(x)||F = |λ|||u||

½Ë 	Y» ð (3

||u+ v|| = sup||x||≤1 ||u(x) + v(x)||F ≤ sup||x||≤1 ||u(x)||F + sup||x||≤1 ||v(x)||F = ||u||+ ||v||
�	àA�
	̄
L(E,F ) 	áÓ �éJ
 ��ñ» �éªK. A

��J��J �Ó (un)n ∈ N �I	KA
�
¿ 	à@� ð @

�	Yë
�	à

@ A �Üß. ð u ∈ L(E,F )

	¬�Qª	K @
�	Yºë ð u(x) ñm� 	' �éK. PA

��®��J �Ó ù
 ë @ �	X @�
�éJ
 ��ñ» 	àñº�K ∀x ∈ E, (un(x))n∈N

�	àA�
	̄ ∀ε > 0,∃N ∈ N,∀m ≥ N, ∀n ≥ N, ||un − um|| ≤ ε

sup||x||≤1 ||un(x)− u(x)||F ≤ ε ø


@ sup||x||≤1 ||un(x)− un+k(x)||F ≤ ε

lim ||un − u|| = 0
�	à

@ 	á�
J. K
 @

�	Yë ð

C
�
ÓA
�
¿ L(E,F ) 	àñºK
 @

�	YîE. ð
�IJ
k ũ(x) = limu(xn) © 	�	JË G 	áÓ (xn) �éªK. A

��J��J �ÜÏ �Yg ñë x ∈ E
�
É¿ �	àA�

	̄
E ú


	̄ 	J
�J» G
�	à

@ A �Üß.

	áÓ H. PA
��®�J��K G 	áÓ 	á�
�JªK. A

��J��JÓ (x′n) ð (xn) �I	KA
�
¿ 	à@� é�	K


@ ½Ë 	X YJ
k. 	K
Qª�JË @ @

�	Yë x 	áÓ H. PA
��®��J��K (xn)

limu(xn) = limu(x′n)
�	àA�
	̄ ||u(xn − x′n)|| ≤ A||xn − x′n||

�	à

@ A �Üß. ð lim ||xn − x′n|| = 0

�	àA�
	̄
x

@
�	Yºë ð ũ(x+ λy) = limu(xn + λyn) = ũ(x) + λũ(y)

�	àA�
	̄
y = lim yn ð x = limxn

�I	KA
�
¿ @ �	X @��	à


@ 	¡kC

� 	K ũ(x) = limu(xn) = u(x) ù
 ¢ª
�K xn = x

�éªK. A
��J��J �ÜÏA�	̄ , x ∈ G 	àA

�
¿ @ �	X @� .

�éJ
¢ 	k ũ 	àñº�K
sup||x||≤1 ||ũ(x)|| = sup||x||≤1 ||u(x)||

ú
�
Î« Q 	®� ø
 ðA

���
 ð E ú
�
Î« C

�
��J�Ó 	àñºK
 v − ũ

�	àA�
	̄  ðQå��Ë @ � 	® 	JË A ��®��®m× Q 	k

�
@ @ �Q�K �ñ�Ó v 	àA

�
¿ @ �	X @� @

�Q�
 	g

@ ð

�éK
Q 	¢	JË @  ðQå���. ù

	®K
 ø


	Y
�
Ë @ YJ
kñË@ Q

��K ñ�ÜÏ @ ù
 ë ũ 	àñº�K @
�	YîE. ð v = ũ @ �	X @�

	J
�J»Z 	Qk.

Uniform boundedness principle
�éK
Xð

�YjÖÏ @ ÐA �	¢�J 	K @�

@ �YJ.Ó

�é�K
Q 	¢	�
��
���®m��' U ⊂ L(E,F ) ð A�K
PA�J
ªÓ �ZA �	� 	̄

F ð pA�	JK. Z A
�	� 	̄
E 	áºJ
Ë

∀x ∈ E,∃Mx ≥ 0, sup{||u(x)||, u ∈ U} ≤Mx

é�	K A�
	̄

∃M > 0, sup{||u||, u ∈ U} ≤M
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	àA �ëQK.
�HA�J
¢ªÖÏ @ 	áÓ ð ��Ê 	ªÓ Fn

	àñºK
 �é�®Ê 	ªÓ �HA �«ñÒj. ÖÏ ©£A ��®�J» Fn =
⋂
u∈U
{x ∈ E, ||u(x)|| ≤ n} 	áºJ
Ë

�	àA�
	̄

∀x ∈ E,∀n ≥Mx, x ∈ Fn

@ �	X @�
	̈ PA�	̄ Q�
 	« Fn0 É 	g@ �X 	àñºK
 �IJ
m�'. n0 ∈ N Yg. ñK
 PA�K. �é�K
Q 	¢	� 	áÓ

⋃
n∈N

Fn = E @ �	X @�
∃x ∈ E,∃r > 0, B(x, r) ⊂ Fn0

@ �	X @�
∀y ∈ B(0, 1),∀u ∈ U, ||u(x+ ry)|| ≤ n0

�	à

@ A �Üß. ð

u(y) =
u(x+ ry)− u(x)

r
�	à

@ ø



@

||u(y)|| = ||u(x+ ry)− u(x)
r

|| ≤ 2n0

r

@ �	X @�
∀u ∈ U, ||u|| ≤ 2n0

r
	K
Qª�K

f
�éË @

��YËAK. hñ�J 	®Ó
�
É¿ �èPñ� �I	KA

�
¿ @ �	X @� ¡�® 	̄ ð @ �	X @�

�ékñ�J 	®Ó 	á�
�K
Q��Ó 	áK
ZA
�	� 	̄ 	á�
K. f �éË @

��YË@ �	à

@ Èñ�® 	K

A ��®Ê 	ªÓ f �éË @
��YËAK. ��Ê 	ªÓ

�
É¿ �èPñ� �I	KA

�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @�
�é�®Ê 	ªÓ f �éË @

��YË@ �	à

@ Èñ�® 	K A �gñ�J 	®Ó

�éÊ�JÓ

@

�	à

@ ½Ë 	X �é�®Ê 	ªÓ �I��
Ë ð �ékñ�J 	®Ó 	àñº�K f(x, y) = x I. �k �é 	̄ �QªÖÏ @ f : R2 → R �éË @

��YË@

f({(x, y), xy ≥ 1} = {x ∈ R, x > 0}
�é�K
Q 	¢	�

�IJ
m�'. r > 0 Yg. ð @ �	X @� ¡
�® 	̄ ð @ �	X @� A

�gñ�J 	®Ó 	àñºK
 f
�	àA�
	̄
f ∈ L(E,F ) ð pA�	JK. ø
 ZA

�	� 	̄
F ð E 	áºJ
Ë

0F ∈ (f(B(0, r)))xn
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	àA �ëQK.
f

�	à

@ A �Üß. ð �ékñ�J 	®Ó �éË @ �YK. hñ�J 	®Ó �èPñ� é�	K


B A �gñ�J 	®Ó 	àñºK
 (f(B(0, r)))

�	àA�
	̄ A �gñ�J 	®Ó f 	àA

�
¿ @ �	X @��	àA�

	̄ �éJ
 �¢ 	k

0F = f(0E) ∈ f(B(0, r)) = (f(B(0, r)))◦

�IJ
m�'. r > 0 Xñk. ð 	�Q�� 	® 	JË ú

	G A
���JË @ è A�m.�

��'B� @ A
��Ó

@

0F ∈ (f(B(0, r)))◦

Yg. ñ�K @ �	X @� y ∈ f(V ) ð E 	áÓ A �gñ�J 	®Ó V 	áºJ
Ë t > 0, B(0F , t) ⊂ f(B(0, r)) Yg. ñ�K @ �	X @��	à

@ 	¡kC

� 	K ε > 0, B(x, ε) ⊂ V Yg. ñ�K ð x ∈ V, y = f(x)

ε

r
B(0F , t) ⊂

ε

r
f(B(0, r)) = f(B(0, ε))

@ �	X @�

B(y,
tε

r
) = y +B(0F ,

tε

r
) ⊂ y + f(B(0E , ε)) = f(x) + f(B(0E , ε)) = f(B(x, ε)) ⊂ f(V )

hñ�J 	®Ó f(V )
�	à

@ i. �J 	J

���	�
�ékñ�J 	®Ó �éË @ �X 	àñº�K f �	àA�

	̄ �éÊÓA ��� �éË @ �X f ∈ L(E,F ) ð pA�	JK. ø
 ZA
�	� 	̄
F ð E 	áºJ
Ë

�é�K
Q 	¢	�
	àA �ëQK.

�	àA�
	̄ ÉÓA ��� f

�	à

@ A �Üß.

F = f(E) =
⋃
n∈N

f(B(0E , n))

@ �	X @�
	̈ PA�	̄ Q�
 	« f(B(0E , n)) É 	g@ �X �IJ
m�'. n0 ∈ N Yg. ñK
 PA�K. XA �Ò�J«A�K.

∃y ∈ F,∃t > 0, B(y, t) ⊂ f(B(0E , n0))

@ �	X @�

B(0F , t) ⊂ f(B(0E , 2n0))
�	àA�
	̄ �Õç�' 	áÓ ð

B(0F ,
t

2n0
) ⊂ f(B(0E , 1))

��K. A ���Ë@ ZA �Ò�J 	KB� @ ú
�	̄ ��C

� 	«B� @
	áÓ �

�
Ê 	j�J 	K 	à


@ I. m.�'


�é�®K. A ���Ë@ �é�K
Q 	¢	JË @ ÈA �Òª�J�@� 	áÓ 	á
�
ºÒ�J 	K ú

���æk

22



�	à

@ 	¡kC

� 	K ε = t
2n0

	áºJ
Ë

∀nN, B(0F ,
ε

2n
) ⊂ f(B(0E ,

1
2n

))

�	à

@ A �Üß. x0 ∈ B(0E , 1), ||w − f(x0)|| < ε

2 Yg. ñK
 w ∈ B(0F , ε) ð

(w − f(x0) ∈ B(0F ,
ε

2
)

�IJ
m�'. x1 ∈ B(0E , 1
2 ) Yg. ñK
 é�	K A�

	̄

(w − f(x0)− f(x1)) ∈ B(0F ,
ε

22
)

��
���®m��' E Qå�A�	J« 	áÓ (xn) �éªK. A

��J��JÓ �é�®K
Q �¢Ë@ � 	® 	JK. ú

	æJ. 	K @

�	Yºë ð

xn ∈ B(0E ,
1
2n

), ||w − (f(x0) + ..+ f(xn))|| < ε

2n

A ��®Ê¢Ó �éK. PA
��®��JÓ �éÊ�Ê���ÖÏ @ ð pA�	JK. Z A

�	� 	̄
E

�	à

@ A �Üß.

Σ∞k=0||xk|| < Σ∞k=0

ε

2k
= 2

@ �	X @�. x = Σ∞k=0xk
��
���®m�'
 x ∈ BE(0, 2) Yg. ñK
 é�	K A�

	̄

B(0F , ε) ⊂ f(BE(0, 2))
�ékñ�J 	®Ó f �éË

��YË@ 	àñº�K �é�®K. A ���Ë@ �é�K
Q 	¢	JË @ 	áÓð
�é�K
Q 	¢	�

. C
�
���JÓ 	àñºK
 g = f−1 é�ñºªÓ �	àA�

	̄ ��K. A �¢�� f ∈ L(E,F ) ð pA�	JK. ø
 ZA
�	� 	̄
F ð E 	áºJ
Ë

	àA �ëQK.
closed graph theorem

��Ê 	ªÖÏ @ Õæ��QË @ �é�K
Q 	¢	�
�IJ
k A ��®Ê 	ªÓ éÖÞ�P 	àA

�
¿ 	à@� ¡

�® 	̄ ð 	à@� C
�
���JÓ 	àñºK
 é�	K A�

	̄ 	á�
 	gA�	JK. 	á�
K. Q
��K ñ�Ó f : E → F 	áºJ
Ë

ñë E × F ú
�
Î« PA�J
ªÖÏ @ ð Gf = {(x, y) ∈ E × F, y = f(x)} ñë f Õæ�P

||(x, y)||E×F = ||x||E + ||y||F
	àA �ëQK.

�	àA�
	̄ (x, y) ∈ E × F 	áÓ �éK. PA

��®�JÓ (xn, f(xn)) ∈ Gf ð C
�
���JÓ f 	àA

�
¿ @ �	X @�

y = lim
n→∞

f(xn) = f(x)
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A ��®Ê 	ªÓ Gf @ �	X @� Gf Zú

	̄ ù ��®J. �K Gf 	áÓ �éK. PA

��®�JÓ �éªK. A
��J��JÓ

�
É¿ �éK
A�î 	E @ �	X @�

ù

�¢ 	k f : E → F ð C

�
ÓA
�
¿ 	àñºK
 Gf

�	àA�
	̄ pA�	JK. Z A

�	� 	̄
E × F A �Üß. , E × F 	áÓ A ��®Ê 	ªÓ Gf 	àA

�
¿ @ �	X @� A

��Ó

@

pA�	JK. Z A �	� 	̄ ñë Gf
�	àA�
	̄

	àñºK
 �é�®K. A ���Ë@ �éj. J
��
�	JË @ 	áÓ É���JÓ ù


�¢ 	k ��K. A �¢�� ù
 ë E ú
�
Í@� Gf 	áÓ p1 : (x, f(x))→ x

�	à

@ 	¡kC

� 	K
C
�
���JÓ 	àñºK
 p2 ◦ g = f

�	à

A 	̄ É���JÓ p2 : (x, y)→ y

�	à

@ A �Üß. ð C

�
���JÓ g : x→ (x, f(x)) é�ñºªÓ

24



(Hann−Banach)
�é�K
Q 	¢	�

(Hann−Banach)
�é�K
Q 	¢	�

��
���®m��' p : E → R ð R �é�®ÊmÌ'@ ú

�
Î« A�J
¢ 	k �ZA �	� 	̄

E 	àA
�
¿ @ �	X @�

∀(x, y) ∈ E × E, p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

∀x ∈ E,∀α ≥ 0, p(αx) = αp(x)

��
���®m��' F ú

�
Î« �éJ
 �¢ 	k �éË @ �X f ð E 	áÓ A��J
K� 	Qk. A�J
¢ 	k �ZA �	� 	̄

F 	àA
�
¿ @ �	X @� ð

∀x ∈ F, f(x) ≤ p(x)
��
���®m��' E ú

�
Î« f̃

�éJ
 �¢ 	k �éË @ �X Yg. ñ�K é�	K A�
	̄

∀x ∈ E, f̃(x) ≤ p(x), ∀x ∈ F, f̃(x) = f(x)
	àA �ëQK.

α ∈ R ð xF ∈ F Yg. ñK
 x ∈ E
�
É¾Ë E = F

⊕
< A >

��
���®m�'
 A ∈ E Yg. ñK
 é�	K


@ B

� �ð

@ 	�Q�� 	® 	JË

��
���®m�'
 	à


@ I. m.�'
 f̃ YK
YÖ

�ß �ø


@ x = xF + αA �IJ
m�'. 	áK
YJ
kð

f̃(x) = f̃(xF + αA) = f(xF ) + αc

é�	K

@ 	¬Qª	K f(xF ) + αc ≤ p(xF + αA) �IJ
m�'. c = f(A) PA��J	m� 	' 	à


@ I. m.�'


∀y ∈ F, f(xF + y) ≤ p(xF + y) ≤ p(xF −A) + p(y +A)

	áº�JË ∀(y, y′) ∈ F × F, f(y′)− p(y′ −A) ≤ p(y +A)− f(y) @ �	X @�
sup{f(y′)− p(y′ −A), y′ ∈ F} ≤ c ≤ inf{p(y +A)− f(y), y ∈ F}

, α > 0
�
É¾Ë

f(y + αA = f(y) + αc = α(f( yα ) + c) ≤ αp( yα +A) = p(y + αA) A�	JË
, α > 0

�
É¾Ë ½Ë@

�	Y» ð
f(y − αA) = f(y)− αc = α(f( yα )− c) ≤ αp( yα −A) = p(y − αA)

f̃ Xñk. ð i. �J 	J
���	� Zorn 	àPð 	P �é�K
YJ
êÖ

�ß 	áÓ
	àPð 	P �é�K
YJ
êÖ

�ß
�Yg A�êË ú


�
Î¿ I. �
�KQ�K

�éJ.
��KQÓ A ⊂ E �é«ñÒm.×

�
É¿ �I	KA

�
¿ @ �	X @� , �ú


G�
	Qk. I. �
�KQ�K I.

��KQÓ ZA �	� 	̄ (E,≺) 	áºJ
Ë
Õæ


	¢« Qå�	J« éË E �	àA�
	̄ ø
 ñÊ«
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@ �	X @� ¡
�® 	̄ ð @ �	X @� Õæ


	¢« Qå�	J« ñë a ∈ E
�	à

@ �Q» 	Y 	K

b ∈ E, a ≺ b⇒ a = b

b ≺ a ð

@ a ≺ b A�	JË b ∈ E

�
É¾Ë ð a ∈ E

�
É¾Ë @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @� ú

�
Î¿ I. �
�KQ�K

�éJ.
��KQÓ A ⊂ E �	à


@ ð

x ≺ a A�	JË x ∈ A
�
É¾Ë @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @� A ⊂ E
�é«ñÒj. ÒÊË� ø
 ñÊ«

�Yg ñë a ∈ E
�	à

@ ½Ë 	Y» �Q» 	Y 	K ð

. 	àA �ëQK. A�êË ��
Ë ð �HA�J
 	�A�K
 �QË @ �HA �ÒÊ�Ó 	áÓ ù
 ë
�é�K
YJ
êÒ

��JË @ è 	Yë
	áK
PA �Ü

�ß
��
���®m��' p : E → R ð R �é�®ÊmÌ'@ ú

�
Î« A�J
¢ 	k �ZA �	� 	̄

E 	àA
�
¿ @ �	X @� (1

∀(x, y) ∈ E × E, p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

∀x ∈ E,∀α ≥ 0, p(αx) = αp(x)

��
���®m��' E ú

�
Î« f

�éJ
 �¢ 	k �éË @ �X Yg. ñ�K é�	K

@ 	á��
K.

∀x ∈ E,−p(−x) ≤ f(x) ≤ p(x)

C �é�®ÊmÌ'@ ú
�
Î« A�J
¢ 	k �ZA �	� 	̄

E 	àA
�
¿ @ �	X @� (Hann−Banach) �é�K
Q 	¢	� �	á�
K. (2

�é�K
Q 	¢	�
	á�
£Qå��ÊË�

��
���®m�'
 f̃ ∈ L(E,R) Yg. ñK
 é�	K A�

	̄
f ∈ L(F,R) ð E ø
 PA

�J
ªÓ ZA �	� 	̄ 	áÓ A�J
K� 	Qk. �ZA �	� 	̄
F 	áÂJ
Ë

	á��
ËA
���JË @

∀x ∈ F, f(x) = f̃(x) (2 �ð ||f̃ || = ||f || (1
	àA �ëQK.

	áÓ @ �	X @� ∀x ∈ F, f(x) ≤ p(x) A�	JË ð pA�	JK. 	àA �ë  ðQå�� ��
���®m��' p �éË @

��YË@ p(x) = ||f ||.||x|| 	¬�Qª	K E ú
�
Î«

��
���®m��' E ú

�
Î« f̃

�éJ
 �¢ 	k �éË @ �X Yg. ñ�K pA�	JK. 	àA �ë �é�K
Q 	¢	�

∀x ∈ E, f̃(x) ≤ p(x), ∀x ∈ F, f̃(x) = f(x)

||f̃ || = ||f ||
�	à

@ ø �Q 	K p 	K
Qª�K 	áÓ

�é�K
Q 	¢	�
E ø
 PA

�J
ªÓ ZA �	� 	̄ 	áÓ @ �Qå� 	J« x0
	áÂJ
Ë

	á�
�J
ËA
���JË @ 	á�
£Qå��ÊË�

��
���®m�'
 f̃ ∈ L(E,R) Yg. ñK
 é�	K A�

	̄ ||x0|| = 1 ��
���®m�'


f̃(x0) = 1 (2 �ð ||f̃ || = 1 (1

26



	àA �ëQK.
Yg. ñK
 �é�®K. A ���Ë@ �é�K
Q 	¢	JË @ 	áÓ f(αx0) = α I. �k f ∈ L(F,R)

	¬�Qª	K F =< x0 > 	áºJ
Ë
	á�
�J
ËA

���JË @ 	á�
£Qå��ÊË�
��
���®m�'
 f̃ ∈ L(E,R)

f̃(x0) = 1 (2 �ð ||f̃ || = ||f || = 1 (1
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Hilbert Space �HPA�J. Êë �H@ �ZA �	�
�	̄

	K
Qª�K
Inner product ú
Î

	g@ �X H. Qå 	� ù

�Ò�	� K = C �é�®ÊmÌ'@ ð


@ K = R �é�®ÊmÌ'@ ú

�
Î« A�J
¢ 	k �ZA �	� 	̄

E 	àA
�
¿ @ �	X @�

��éJ
ËA
��JË @  ðQå��ÊË�

�é�®��®m �×
E × E −→ K
(x, y) −→ < x, y >

�é
�
Ë @ �X

�
É¿ E ú

�
Î«

∀x ∈ E,∀x′ ∈ E,∀y ∈ E, ∀λ ∈ K, < x+ λx′, y >=< x, y > +λ < x′, y > (1

∀x ∈ E, ∀y ∈ E, < x, y >= < y, x > (2

∀x ∈ E, < x, x > ≥ 0, (< x, x >= 0)⇔ (x = 0) (3

�éÊ�JÓ

@

ñë Cn ú
�
Î« ù
 ªJ
J.

�¢Ë@ ú
Î
	g@ �YË@ H. Qå	�Ë

�
@ (1

Cn × Cn −→ C
((x1, ..xn), (y1, ..yn)) −→ x1y1 + ..+ xnyn

ñë Rn ú
�
Î« ù
 ªJ
J.

�¢Ë@ ú
Î
	g@ �YË@ H. Qå	�Ë

�
@ (2

Rn × Rn −→ R
((x1, ..xn), (y1, ..yn)) −→ x1y1 + ..+ xnyn

ú
Î
	g@ �X H. Qå 	� ñë < f, g >= 1

2π

∫ 2π

0
fg(t)dt

�	àA�
	̄ C([0, 2π]) ú

�
Î« ½Ë 	Y» (3

�é 	¢kC
�
Ó

�	àA�
	̄ ||x|| = √< x, x >

	¬�Qª	K E ù
�
¢ 	k Z� A

�	� 	̄ ú
�
Î« ú
Î

	g@ �X H. Qå 	� <,> 	áºJ
Ë

||x|| = 0⇔ x = 0E ð ∀x ∈ E, ||x|| ≥ 0 (1

∀x ∈ E, ∀λ ∈ R, ||λx|| = |λ|||x|| (2

(Triangle Inequality) ∀x ∈ E,∀y ∈ E, ||y + x|| ≤ ||x||+ ||y||
�	à

@ �IJ. �� 	K ú
»

�éJ
ËA
���JË @ �é�K
Q 	¢	JË @ B

� �ð

@ �IJ. �� 	JË

Schwarz Inequality 	Q�KP@ �ñ �� �é�K
Q 	¢	�
�	àA�
	̄
E ù
�

¢ 	k Z� A
�	� 	̄ ú

�
Î« ú
Î

	g@ �X H. Qå 	� <,> 	áºJ
Ë

∀x ∈ E, ∀y ∈ E, | < x, y > | ≤
√
< x, x >

√
< y, y >
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	àA
�
ëQK.

�	àA�
	̄
t ∈ R

�
É¾Ë < x, y >= | < x, y > |eiθ �IJ
m�'. R 3 θ 	áºJ
Ë ð E 3 x, ð E 3 x 	áºJ
Ë

0 ≤< x+ te−iθy, x+ te−iθy >=< x, x > +t2 < y, y > +2t| < x, y > |
�éJ
 	K A

��JË @ �ék. PYË@ 	áÓ XðYmÌ'@ �èQ�
�J»
�	à

@ A �Üß.

P (t) = t2 < y, y > +2| < x, y > |t+ < x, x >

I. k. ñÖß. ��
Ë A �ë 	Q�
Ü
�Ø @ �	X @�

	àA �	®Ê�J	m× 	à@ �P 	Yg. A�êË ��
Ë @ �	X @� R ÉÓA
�
¿ ú

�
Î« �éJ.k. ñÓ

4| < x, y > |2 − 4 < x, x >< y, y > ≤ 0

@ �	X @�
∀x ∈ E, ∀y ∈ E, | < x, y > | ≤

√
< x, x >

√
< y, y >

�é�K
Q 	¢	�
E ú

�
Î« PA�J
ªÓ ñë ||x|| = √< x, x >

�	àA�
	̄
E Z� A

�	� 	̄ ú
�
Î« ú
Î

	g@ �X H. Qå 	� <,> 	áºJ
Ë
	àA

�
ëQK.

�	à

@ A�	JK



@ �P

∀x ∈ E, ||x|| ≥ 0 ð ∀x ∈ E, ||x|| = 0⇔ x = 0E (1

∀x ∈ E,∀λ ∈ R, ||λx|| = |λ|||x|| (2
�	à

@ A �Üß. ∀x ∈ E,∀y ∈ E, ||y + x|| ≤ ||x||+ ||y|| �IJ. �� 	K 	à


@ ù


�®K.

||y + x||2 =< y + x, y + x >=< x, x > + < y, y > +2Re < x, y >
�	àA�
	̄

||y + x||2 ≤< x, x > + < y, y > +2| < x, y > |

@ �	X @�
||y + x||2 ≤ ||x||2 + ||y||2 + 2||x||||y|| = (||x||+ ||y||)2

@ �	X @�
||y + x|| ≤ ||x||+ ||y||

¨C
� 	�


B@ ø


	P@ �ñ�JÓ �é 	JK
A�J. �JÓ
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��
���®m�'
 E ú

�
Î« <,> ú
Î

	g@ �X H. Qå 	� Yg. ñK
 é�	K A�
	̄ A�K
PA�J
ªÓ �ZA �	� 	̄ (E, || ||) 	áºJ
Ë

�éJ
ËA
���JË @ ¨C

� 	�

B@ ø
 	P@ �ñ�JÓ �é 	JK
A�J. �JÓ �I�®

���®m��' @ �	X @� ¡
�® 	̄ ð @ �	X @� ∀x ∈ E, ||x|| =

√
< x, x >

∀x ∈ E,∀y ∈ E, ||y + x||2 + ||y − x||2 = 2||x||2 + 2||y||2

�é 	¢kC
�
Ó

�	àA�
	̄
E 3 y

�
É¾Ë ð E 3 x É¾Ê 	̄ E ù


�®J
�®k Z� A
�	� 	̄ ú

�
Î« ú
Î

	g@ �X H. Qå 	� <,> 	áºJ
Ë

< x, y >=
1
4

(< y + x, y + x > − < y − x, y − x >)

�	àA�
	̄ A�J.

�
»QÓ E 	àA

�
¿ @ �	X @� A ��Ó


@

< x, y >=
1
4

(< y+x, y+x > − < y−x, y−x > +i < x+ iy, x+ iy > −i < x− iy, x− iy >)

�	àA�
	̄
E Z� A

�	� 	̄ ú
�
Î« 	á�
�J
Ê 	g@ �X 	á�
K. Qå 	� <,>2 ð <,>1 'A

�
¿ @ �	X @� C

��JÔ 	̄

(∀x ∈ E,< x, x >1=< x, x >2)⇔ (∀x ∈ E,∀y ∈ E < x, y >1=< x, y >2)
	K
Qª�K

C
�
ÓA
�
¿ �ZA �	� 	̄

H,
√
<,> 	àA

�
¿ @ �	X @�

�HPA�J. Êë ZA �	� 	̄
H

�	à

@ Èñ�® 	K , H Z� A

�	� 	̄ ú
�
Î« ú
Î

	g@ �X H. Qå 	� <,> 	áºJ
Ë

�éÊ�JÓ

@

ð N ñë X 	àA
�
¿ @ �	X @�

	àC
��JÔ 	̄ . �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ 	àñºK
 L2(X, ,A, µ)

�	àA�
	̄ A �ÓA��K A �� ��®Ó �ZA �	� 	̄ (X,A, µ) 	àA

�
¿ @ �	X @�

ZA �	� 	̄ 	àñºK
 l2 = {(an)n∈N

∞∑
n=1

anan <∞} ñë L2(N,P(N), µ)
�	àA�
	̄
A Qå�A�	J« X �Y« ñë µ(A)

. �HPA�J. Êë
	K
Qª�K

	àA
�
¿ @ �	X @� Orthogonal

	à@ �YÓA �ª�JÓ E 3 y ð E 3 x
�	à

@ Èñ�® 	K , E Z� A

�	� 	̄ ú
�
Î« ú
Î

	g@ �X H. Qå 	� <,> 	áºJ
Ë
ù
 ë A ©Ó �èYÓA �ª�JÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @

�	àA�
	̄
A ⊂ E �I	KA

�
¿ @ �	X @� . x ⊥ y I. �Jº	K A �ëY	J« < x, y >= 0

{x ∈ E,∀y ∈ A,< x, y >= 0} = A⊥

YÓA �ª��JË @ ��� A �� 	k
E Z� A

�	� 	̄ ú
�
Î« ú
Î

	g@ �X H. Qå 	� <,> 	áºJ
Ë
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�Pñ�̄ A��J�
K. (1
�	àA�
	̄ A�J
 �®J
�®k E 	àA

�
¿ @ �	X @� (


@

x ⊥ y ⇔ ||y + x||2 = ||x||2 + ||y||2
�	àA�
	̄ A�J.

�
»QÓ E 	àA

�
¿ @ �	X @� (H.

x ⊥ y ⇒ ||y + x||2 = ||x||2 + ||y||2

< 1, i >= −i 6= 0
�	à

@ B

��
@� ||y + x||2 = ||x||2 + ||y||2 	àA ��®

���®m�'
 y = i ð x = 1
�	àA�
	̄ C ú


�	̄

(A⊥)⊥ ⊃ A A�	JË ð E 	áÓ A ��®Ê 	ªÓ A�J
K� 	Qk. A�J
 �¢ 	k �ZA �	� 	̄ 	àñºK
 A⊥
�	àA�
	̄
A ⊂ E

�
É¾Ë (2
�é�K
Q 	¢	�

��
���®m�'
 F 3 x YJ
kð Qå�	J« Yg. ñK
 é�	K A�

	̄
H �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ 	áÓ �é�®Ê 	ªÓ ð �éK.

�Ym× �é�J
K� 	Qk.
�é«ñÒm.× F 	áºJ
Ë

||x|| = inf{||y||, y ∈ F}
	àA �ëQK.

Xñ �� 	�ÖÏ @ YJ
kð Qå�	JªË@ 0
�	àA�
	̄
F 3 0 	àA

�
¿ @ �	X @�

	áÓ ||xn||2 < r2 + 1
n

�IJ
m�'. F 3 xn 	áº�JË . ��Ê 	ªÓ F �	à

B r = d(F, 0) > 0 é�	K


A 	̄ F 63 0 	àA

�
¿ @ �	X @� A �Ó


@

�	àA�
	̄ ¨C

� 	�

B@ ø
 	P@ �ñ�JÓ �é 	JK
A�J. �JÓ

||xn − xm
2

||2 + ||xn + xm
2

||2 =
||xn||2

2
+
||xm||2

2

@ �	X @� F 3 (xn+xm

2 )
�	àA�
	̄ �éK.

�Ym× �é�J
K� 	Qk.
�é«ñÒm.× F

�	à

@ A �Üß.

||xn − xm
2

||2 =
||xn||2

2
+
||xm||2

2
− ||xn + xm

2
||2 ≤ r2

2
+

1
2n

+
r2

2
+

1
2m
− r2 =

1
2n

+
1

2m

F 3 x 	áÓ H. PA
��®�J��K A�î�	EA�

	̄ ��Ê 	ªÓ F �	à

@ A �Üß. , H 3 x 	áÓ H. PA

��®�J��K A�î�	EA�
	̄ ÉÓA

�
¿ H �	à


@ A �Üß. �é�J
 ��ñ» (xn) @ �	X @�

.
�é�J
 	K @

�YgñË
�
@

��
���®m�'
 Q 	k

�
@ Qå� 	J« F 3 x′ 	àA

�
¿ @ �	X @�

||x′|| = inf{||y||, y ∈ F}
�	àA�
	̄ ¨C

� 	�

B@ ø
 	P@ �ñ�JÓ �é 	JK
A�J. �JÓ 	áÓ F 3 (x+x

′

2 ) H.
�Ym× F �	à


@ A �Üß.
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||x− x
′

2
||2 =

||x||2

2
+
||x′||2

2
− ||x+ x′

2
||2 ≤ 0

x = x′ @ �	X @��é�K
Q 	¢	�
YJ
kð Qå�	J« Yg. ñK
 H 3 x

�
É¾Ë é�	K A�

	̄
H �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ 	áÓ �é�®Ê 	ªÓ ð �éK.

�Ym× �é�J
K� 	Qk.
�é«ñÒm.× F 	áºJ
Ë

��
���®m�'
 F ú

�
Î« x  A ��®�@� éJ
�Ò�	� F ú


	̄
PF (x)

||x− PF (x)|| = inf{||x− y||, y ∈ F}
	àA �ëQK.

�é�K
Q 	¢�	JË @ 	áÓ @ �	X @�
��Ê 	ªÓ ð H.

�Ym× −x+ F
�	àA�
	̄
H �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ 	áÓ ��Ê 	ªÓ ð H.

�Ym× Z 	Qk. F
�	à

@ A �Üß.

��
���®m�'
 a ∈ (−x+ F ) YJ
kð Qå�	J« Yg. ñK
 �é�®K. A ���Ë@

||x− a|| = inf{||x− y||, y ∈ (−x+ F )}

@ �	X @� PF (x) = x+ a 	áºJ
Ë

||x− PF (x)|| = inf{||x− y||, y ∈ F}
�é�K
Q 	¢	�

Qå�	JªË@ PF (x) 	àñºK
 H 3 x
�
É¾Ë é�	K A�

	̄
H �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ 	áÓ ��Ê 	ªÓ ú


G�
	Qk. ù


�¢ 	k ZA �	� 	̄
F 	àA

�
¿ @ �	X @�

��
���®m�'
 ø


	YË@ YJ
kñË@

∀y ∈ F,< x− PF (x), y >= 0

C
�
���JÓ ð A�J
 �¢ 	k @ �Q

��K ñ�Ó 	àñºK
 x→ PF (x) ��J
J.¢
��JË @ ð

	àA �ëQK.
F ú

�
Í@� H 	áÓ 	¬�QªÓ x→ PF (x) 	àñºK
 �é�®K. A ���Ë@ �é�K
Q 	¢�	JË @ 	áÔ 	̄ , H.

�Ym× 	àñºK
 ù

�¢ 	k ZA �	� 	̄ �

É¿ �	à

@ A �Üß.

��
���®m�'
 ð

||x− PF (x)|| = inf{||x− y||, y ∈ F}

@ �	X @�

∀y ∈ F,∀λ ∈ C, ||x− PF (x)||2 ≤ ||x− PF (x) + λy||2
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ú
�
Î« É ��j�J 	K ú


	GA
���JË @ 	¬Q �¢Ë@ ÉJ
Êj�JK.

||x− PF (x)||2 ≤ ||x− PF (x)||2 + |λ|2||y||2 + λ < x− PF (x), y > +λ< x− PF (x), y >

A �ëY	J« λ = e−iθt, t ∈ R ð < x− PF (x), y >= eiθ| < x− PF (x), y > | ��
���®m��' θ ∈ R 	áº�JË

ú
�
Î« É ��j�J 	K

∀y ∈ F,∀θ ∈ R, 0 ≤ t2||y||2 + 2t| < x− PF (x), y > |

	àA
�
¿ @ �	X @� B

��
@�
�éJ.k. ñÓ A �Ü ß�@ �X 	àñº�K 	à


@ 	áºÖß
 B

�
t

�èQ��
 	ª�JÖÏ @ ú

	̄ �éJ
 	K A

���JË @ �ék. P
�YË@ 	áÓ XðYg �èQ�
�J» è 	Yë ð
| < x− PF (x), y > | = 0

��
���®m�'
 b ∈ F 	àA

�
¿ @ �	X @� A ��Ó


@

∀y ∈ F,< x− b, y >= 0

�Pñ�̄ A��J�
K. 	áÔ 	̄

||x− PF (x)||2 = ||x− b||2 + ||b− PF (x)||2

||b− PF (x)||2 = 0
�	àA�
	̄
PF (x) 	K
Qª�K 	áÓ ||x− PF (x)||2 ≤ ||x− b||2

�	à

@ A �Üß. ð

�	à

@ 	¬Qª	K . �éJ
 �¢ 	k PF

�	à

@ 	áëQ�. 	K 	à


@ ù


�®K.

∀(x, z) ∈ H ×H,∀λ ∈ C,∀y ∈ F,< (x+ λz)− PF (x+ λz), y >= 0
�	à

@ A �Üß. ð . �é�®K. A ���Ë@ �éËXA �ªÖÏ @ ��

���®m�'
 ø

	YË@ YJ
kñË@ Qå� 	JªË@ ñë PF (x+ λz) ð

∀(x, z) ∈ H ×H,∀λ ∈ C,∀y ∈ F,< x− PF (x), y >= 0, λ < z − PF (z), y >= 0
�	àA�
	̄ ú

�
Íð


B@ �èQ��
 	ª�JÖÏ @ ú


	̄ ù

�¢ 	k ú
Î

	g@
��YË@ H. Qå	�Ë@

�	à

B @ �Q 	¢	� ð

∀y ∈ F,< x− PF (x), y > +λ < z − PF (z), y >=< (x+ λz)− PF (x+ λz), y >= 0

@ �	X @�
∀(x, z) ∈ H ×H,∀λ ∈ C, PF (x+ λz) = PF (x) + λPF (z)

�é�K
Q 	¢	�
é�	K A�

	̄
H �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ 	áÓ ��Ê 	ªÓ ú


G�
	Qk. ù


�¢ 	k ZA �	� 	̄
F 	àA

�
¿ @ �	X @�

F ⊕ F⊥ = H
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	àA �ëQK.
�	à

@ 	¬Qª	K

∀x ∈ H,PF (x) ∈ F, (x− PF (x)) ∈ F⊥, x = PF (x) + (x− PF (x))

F ⊕ F⊥ = H
�	àA�
	̄
F

⋂
F⊥ = 0

�	à

@ A �Üß. ð F + F⊥ = H

�	à

@ ø



@

�é�K
Q 	¢	�
��
���®m�'
 H 3 a YJ
kð Qå�	J« Yg. ñK
 é�	K A�

	̄ �éÊ���JÓ ð �é�J
 �¢ 	k �éË @ �X l : H → C ð �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄
H 	àA

�
¿ @ �	X @�

1) ∀x ∈ H,< x, a >= l(x) 2) ||l|| = ||a||
	àA �ëQK.

YJ
kñË@ Xñ �� 	�ÖÏ @ Qå� 	JªË@ ñë a = 0
�	àA�
	̄
l = 0 	àA

�
¿ @ �	X @�

��
���®m�'
 c = b−PF (b)

l(b)

�	àA�
	̄
b ∈ H, l(b) 6= 0 	áºJ
Ë A ��®Ê 	ªÓ �ZA �	� 	̄ 	àñºK
 F = kerl

�	àA�
	̄
l 6= 0 	àA

�
¿ @ �	X @� A ��Ó


@

�	à

B @ �Q 	¢	� a = c

<c,c>
	áºJ
Ë ∀x ∈ H,x = (x− l(x)c) + l(x)c A�	KY 	J« l(c) = 1, c ∈ F⊥

�	àA�
	̄ (x− l(x)c) ∈ F

∀x ∈ H,< x, a >=< l(x)c, a >= l(x)

A�	JË ð

||l|| = sup{||l(x)||, ||x|| = 1} = sup{< x, a >, ||x|| = 1} = ||a||
��J
J.¢

��
�	àA�
	̄
F ú


G�
	Qm.Ì'@ Z A

�	� 	®ÊË� ( ||ej || = 1 ð YÓA �ª�JÓ) �èYgð �A ��

@ e1, .., en 	àA

�
¿ @ �	X @�

PF (x) =
n∑
j=1

< x, ej > ej

(x− y) @ �	X @� < y, ej >=< x, ej >
�	àA�
	̄ 1 ≥ j ≤ n

�
É¾Ë ð F 3 (

∑n
j=1 < x, ej > ej) = y

�	à

@ ½Ë 	X

��
���®m�'
 ø


	YË@ f 3 y YJ
kñË@ Qå� 	JªË@ �	à

@ A �Üß.ð F ©Ó YÓA �ª�JÓ (x− y) @ �	X @� , ej

�
É¿ ©Ó YÓA �ª�JÓ

�	àA�
	̄
PF (x) ñë F⊥ 3 (x− y)

PF (x) =
n∑
j=1

< x, ej > ej

Bessel É ���.
�é 	JK
A�J. �JÓ
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�	àA�
	̄
H 3 x

�
É¾Ë ( < ek, ek >= 1 ð k 6= j @ �	X @� < ek, ej >= 0 ) �èYgð �éªK. A

��J��JÓ e1, .., en.. 	àA
�
¿ @ �	X @�

��
���®m��' ð �éK. PA

��®�JÓ ∑
k | < x, ek > |2

n∑
j=1

| < x, ej > |2 ≤ ||x||2

	àA �ëQK.
�	àA�
	̄ �Pñ�̄ A

��J�
K. 	áÓ @ �	X @� y ⊥ (x− y)
�	àA�
	̄ ��J.� A ��ÜØ�

∑n
j=1 < x, ej > ej = y ð n ∈ N 	áºJ
Ë

||x||2 = ||y||2 + ||x− y||2 ≥ ||y||2 =
n∑
j=1

| < x, ej > |2

ú
�
Î« É ��j�J 	K n→∞ A �ÓY 	J«

n∑
j=1

| < x, ej > |2 ≤ ||x||2

	K
Qª�K
A 	áÓ Y

�
ËñÖÏ @ ú


G�
	Qm.Ì'@ ù


�¢	mÌ'@ ZA �	� 	®Ë @ 	àA
�
¿ @ �	X


@ �é�J
Ê¿ E ⊃ A �é�J
K� 	Qm.Ì'@

�é«ñÒj. ÖÏ @
�	à

@ Èñ�® 	K E ø
 PA

�J
ªÓ ZA �	� 	̄ ú

	̄

�éÊK. A
��̄ �é«ñÒm.× éJ
 	̄ �HYg. ð @ �	X


@ É� 	®ÊË� ÉK. A

��̄
E ø
 PA

�J
ªÖÏ @ Z A
�	� 	®Ë @ �	à


@ Èñ�® 	K E = < A > ø



@ E ú


	̄ 	J
�J»
. �é 	®J
�J» ð �YªÊË�

�éÊ�JÓ

@

ÉK. A
��̄
L2([0, 2π]) ½Ë 	Y» .É� 	®ÊË� ÉK. A

��̄ Q�
�̄. l∞
�	à

@ 	á�
g ú


	̄ É� 	®ÊË� ÉK. A
��̄ 	àñºK
 lp

�	àA�
	̄ [1,∞[3 p

�
É¾Ë

. É� 	®ÊË�
	K
Qª�K

ð ( < ek, ekj >= 1 ð k 6= j @ �	X @� < ek, ej >= 0 ) YÓA �ª�JÓ ð �éK
PA�J
ªÓ �éªK. A
��J��JÓ e1, .., en..

	àA
�
¿ @ �	X @��èYgð �A ��


@ ð


@ YÓA �ª�JÓ ð ø
 PA

�J
ªÓ �A ��

@ ð


@ ú
æ�PA

�J. Êë �A ��

@ A�îD


�Ò�	� A�	J
��	K A�
	̄
H �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ ú


	̄ �é�J
Ê¿

ÈA
�	®�PA�K.

�é�K
Q 	¢	�
�é�J 	̄� A

�
¾�JÓ 	àñº�K �éJ
ËA

���JË @ �H@ �PA�J.ªË @
�	àA�
	̄ �èYÓA �ª�JÓ ð �é�K
PA�J
ªÓ �éªK. A

��J��JÓ (en)n∈N
�I	KA

�
¿ @ �	X @� H

�HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ ú

	̄

ú
æ�PA
�J. Êë �A ��


@ (en)n∈N (1

x =
∑
n < x, en > en

�	àA�
	̄
H 3 x

�
É¾Ë (2
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||x||2 =
∑
n | < x, en > |2 (Parceval)

�	àA�
	̄
H 3 x

�
É¾Ë (3
	àA �ëQK.

1)⇒ 2)

	áÓ ||XN+k −XN ||2 =
∑N+k
n=N+1 | < x, en > |2

�	à

@ 	¡kC

� 	K XN =
∑N
n=1 < x, en > en 	áº�JË

. �é�J
 ��ñ» (XN ) �éªK. A
��J��JÖÏ @ �	à


@ i. �J

	�J
 	̄ limN→∞
∑∞
n=N+1 ||x||2 = 0 @ �	X @�

∑
n | < x, en > |2 ≤ ||x||2 ÈA ����.

�	àA�
	̄ N 3 n

�
É¾Ë . H 3 X 	áÓ �éK. PA

��®�JÓ (XN )
�	àA�
	̄ �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄

H
�	à

@ A �Üß. ð

�IJ
k vect{en, n ∈ N} ZA �	� 	®Ë @ ú

	̄
y é�	K


@ i. �J

	�J
 	̄ < X, en >= limN→∞ < XN , en >=< x, en >

vect{en, n ∈ N}
�	à

@ A �Üß. ð < X − x, y >= 0 ø



@ < X, y >=< x, y >

�	àA�
	̄
y = λ1e1 + ..+ λses

@ �	X @� X − x 	áÓ H. PA
��®�J��K vect{en, n ∈ N} 3 yp Yg. ñ�K 	J
�J»

x = X =
∑
n < x, en > en

�	à

@ i. �J

	�K
 ||X − x||2 == limp→∞ < X − x, yp >= 0

2)⇒ 3)

�	àA�
	̄

x =
∑
n < x, en > en = limN→∞

∑N
n=1 < x, en > en

�	àA�
	̄

H 3 x
�
É¾Ë �	à


@ A �Üß.

||x||2 = limN→∞ ||
∑N
n=1 < x, en > en||2 = limN→∞

∑N
n=1 | < x, en > |2 =

∑
n | < x, en > |2

3)⇒ 1)

ð < x−XN , en >= 0 ∀n ≤ N é�	K

@ 	¡kC

� 	K XN =
∑N
n=1 < x, en > en 	áº�JË H 3 x

�
É¾Ë

||x−XN ||2 =
∑N+k
n=N+1 | < x, en > |2 A�	JË 3) 	áÓ @ �	X @� < x−XN , en >=< x, en > ∀n > N

�éªK. A
��J��JÓ Yg. ñ�K H 3 x

�
É¾Ë @ �	X @� ||x||

2 =
∑
n | < x, en > |2

�éK. PA
��®�JÖÏ @ �éÊ�Ê���ÖÏ @ ú


�̄ A�K. é�	K

B 0 ú

�
Í@� Èð

�
AK


�	àA�
	̄ �Õç�' 	áÓ ð H ú


	̄ 	J
�J» vect{en, n ∈ N} @ �	X @� x 	áÓ �éK. PA
��®�JÓ vect{en, n ∈ N} 	áÓ (XN )

ú
æ�PA
�J. Êë �A ��


@ (en)n∈N

�é�K
Q 	¢	�
ú
æ�PA

�J. Êë �A ��

@ éË É� 	®ÊË� ÉK. A

��̄
H �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ �

É¿
	àA �ëQK.

A ��A ��

@ A�	JJ
 	�K. A

��	K

@ 	�Q��� 	JË Z @ �Q�®�J�B� A

�K. . e1 = a1
||a1||

	áºJ
Ë a1 6= 0 �IJ
k H ú

	̄ �é 	®J
�J» {an, n ∈ N} 	áº�JË

B
�
@� ð e1, ..es �A ��


B@ � 	® 	K ú

�
Î« 	¡ 	̄ A�m� 	' Fn = Fn+1

	àA
�
¿ 	à@� Fn = vect{a1, ..., an} ZA �	� 	®ÊË� e1, ..es

ð ||en|| = 1 @ �	X @� Fn+1 ZA �	� 	®ÊË� A ��A ��

@ e1, ..es+1

	àñºK
 @
�	Yºë ð es+1 = an+1−PFn (an+1)

||an+1−PFn (an+1)||
	¬�Qª	K

ú
æ�PA
�J. Êë �A ��


@ (en) 	àñºK
 @

�	Yºë ð vect{an, n ∈ N} = vect{en} ½Ë 	Y» ð �èYÓA �ª�JÓ (en)
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��J
J.¢
��

	áºJ
Ë �HPA�J. Êë� ZA �	� 	̄
L2([0, 2π])

�	à

@ 	¬Qª	K < f, g >= 1

2π

∫ 2π

0
fg(t)dt 	áºJ
Ë L2([0, 2π]) ú

�
Î«

i. �J 	J
���	� . ú
æ�PA

�J. Êë �A ��

@ ù
 ë @ �	X @�

�é�J
Ê¿ ù
 ë ð �é�K
XñÔ« �éÊK� A
�« è 	Yë en = eint, n ∈ Z

pA�	JK. Z A
�	� 	̄ ñë L2([0, 2π])

�	à

@ (1

A�î�	E

AK. L2([0, 2π]) 3 f �éË @

��YÊË� Fourier ø
 Pñ
	̄ ÉÓ@ �ñ« 	¬�Qª	K (2

cn,f =< f, eint >=
1

2π

∫ 2π

0

fe−intdt

A�	JË L2([0, 2π]) ú

	̄

f(t) =
∑
n∈Z

cn,fe
int

ø


@

lim
n→∞

∫ 2π

0

|f −
n∑
−n

ck,fe
ikt|2dt = 0
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�é�J
ªJ
J. �¢Ë@ ð
�é�J
��
ÓQêË @ �H@ �Q�K ñ�ÜÏ @ ð �é�® 	̄ @ �Q �ÜÏ @

�� 	̄ @ �QÖÏ @ �é�K
Q 	¢	�
��
���®m�'
 L(H) 3 u∗ YJ
kð ��J
J.¢�� Yg. ñK
 L(H) 3 u

�
É¾Ë H �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ ú


	̄

∀x ∈ H,∀y ∈ H, < u(x), y >=< x, u∗(y) >

. u �� 	̄ @ �QÓ ñë u∗
�	à

@ Èñ�® 	K

��� A �� 	k
�	àA�
	̄ K 3 λ ð L(H) 3 v ð L(H) 3 u ð �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄

H 	áºJ
Ë
||u|| = ||u∗|| (1

(u∗)∗ = u (2

(λu+ v)∗ = λu∗ + v∗ (3

(u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗ (4

(u−1)∗ = (u∗)−1
�	àA�
	̄ ÉK. A

��®�K u 	àA
�
¿ @ �	X @� (5

Imu = (Keru∗)⊥ ð Keru∗ = (Imu)⊥ (6

Imu = H ⇔ Keru∗ = 0 (7

u(F ) ⊂ F ⇔ u∗(F⊥) ⊂ F⊥
�	àA�
	̄
H 	áÓ ú


G�
	Qk. ù


�¢ 	k ZA �	� 	̄
F 	àA

�
¿ @ �	X @� (8	K
Qª�K

A�	J
��	K A�
	̄
L(H) 3 u ð �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄

H 	áºJ
Ë

u = u∗ 	àA
�
¿ @ �	X @� Hermitian ú
æ�J
ÓQë u

�	à

@ Èñ�® 	K (1

H 3 x
�
É¾Ë < u(x), x >≥ 0 	àA

�
¿ @ �	X @� I. k. ñÓ u ú
æ�J
ÓQë Q

��K ñ�ÜÏ @ �	à

@ Èñ�® 	K (2

u∗ ◦ u = u ◦ u∗ 	àA
�
¿ @ �	X @� normal ù
 ªJ
J.£ u

�	à

@ Èñ�® 	K (3

u∗ = u−1 ��
���®m�'
 ÉK. A

��®�K u 	àA
�
¿ @ �	X @� Unitary ø
 Yg@ �ð u

�	à

@ Èñ�® 	K (4

��� A �� 	k
ú
æ�J
ÓQë Q

��K ñ�Ó A �ÒëC
�
¿ u∗ ◦ u ½Ë 	Y» ð u+ u∗

�	àA�
	̄
L(H) 3 u ð �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄

H 	áºJ
Ë
	áK
PA �Ü

�ß
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É�J
 	̄ ½ÊÖÏ @ �éªÓA �g.
ÐñÊªË@ �éJ
Ê¿

1424 Q 	®� 24 �HA�J
 	�A�K
QË @ Õæ��̄

	á�
�J«A �� ú

	̄ ÈðB

�
@ PA�J. �J 	kB

�
@ ú

�
Í@ �X ÉJ
Êm�

�'

�IJ
m�'. u : H → H ð �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄
H 	áºJ
Ë ÈðB

�
@ 	áK
QÒ�JË @

∀(x, y) ∈ H ×H,< u(x), y >=< x, u(y) >

ù
¢
	k Q�K ñ�Ó ñë u

�	à

@ 	á�
K. (1

. A �ëPA�J
ªÓ ñë A�Ó . �éÊ���JÓ �éJ
¢ 	k �éË @ �X ù
 ë ∀y ∈ H, x→< u(x), y >
�	à

@ 	á�
K. (2

{x→< x, u(yn) >,n ∈ N}
�	àA�	̄ lim

n→∞
yn = 0 �I	KA

�
¿ 	à@ é�	K


@ 	á�
K. ð Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ YmÌ'@ �éK
Q 	¢	� Q» 	X@ (3

L(H,C) ú

	̄ �èXðYm× 	àñº�K

É���JÓ ù
 ¢
	k Q�K ñ�Ó u �	à


@ i. �J 	J

���

@ (4

��Ê 	ªÓ ú

G�
	Qk. ZA �	� 	̄

G ð ú
æî
�D 	JÓ YªK. ø


	X ú

G�
	Qk. ZA �	� 	̄

F �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄
H 	áºJ
Ë ú


	GA
��JË @ 	áK
QÒ�JË @

A ∈ H ð H 	áÓ
�éÊ���JÓ �éË @ �X 	àñº�K A+ F = {A+ x, x ∈ F} ú

�
Î« P  A ��®�B

�
@ �	à@ 	á�
K. (1

	X@� lim
||x||→∞

f(x) =∞
�	à@ 	á�
K. G ð A+ x 	á�
K. �é 	̄ A ��ÖÏ @ f(x) = d(A+ x,G) 	áº�JË x ∈ F

�
É¾Ë (2

F
⋂
G = {0} 	àA

�
¿ 	X @� ¡

�® 	̄ ð

||a− b|| = d(A+ F,G) �IJ
m�'. b ∈ G ð a ∈ A+ F Yg. ñK
 é�	K

@ 	á�
K. F

⋂
G = {0}

�	à

@ 	�Q�� 	® 	JË (3

F +G 	áÓ Qå�	J«
�
É¿ ©Ó YÓA �ª�JÓ 	àñºK
 b− a

�	à

@ 	á�
K. (4

||a− b|| = d(A+ F,G) �IJ
m�'. b ∈ G ð a ∈ A+ F Yg. ñK
 é�	K

@ �HB

�
A�mÌ'@ ©J
Ôg. ú


	̄ 	á�
K. (5

||f || = supt∈[0,1]|f(t)| 	áºJ
Ë C([0, 1]) ú
�
Î« �IËA

��JË @ 	áK
QÒ�JË @

pA�	JK. Z A
�	� 	̄ ñë (C([0, 1]), || ||)

�	à

@ 	á�
K. (1

É���JÓ Q�
 	« ù
 ¢
	k Q�K ñ�Ó (C([0, 1]), || ||) ú

�
Î« Yg. ñK
 Éë (2

YªÊË� ÉK. A
��̄ ù
 ¢

	k �A ��

@ (C([0, 1]), || ||) ú

�
Î« Yg. ñK
 Éë (3

C([0, 1]) =
⋃
n∈N Kn

�IJ
m�'. �HA ��@ �Q��Ó 	áÓ Kn
�éªK. A

��J��JÓ Yg. ñ�K Éë (4

É�J
 	̄ ½ÊÖÏ @ �éªÓA �g.
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ÐñÊªË@ �éJ
Ê¿
1426 Q 	®� 26 �HA�J
 	�A�K
QË @ Õæ��̄

	á�
�J«A �� ú

	̄ ú
Î�

	®Ë@ PA�J. �J 	kB
�
@ ú

�
Í@ �X ÉJ
Êm�

�'

E ù

�®J
�®k pA�	JK. Z A

�	� 	̄ 	áÓ ��Ê 	ªÓ ú

G�
	Qk. ZA �	� 	̄

F 	áºJ
Ë ÈðB
�
@ 	áK
QÒ�JË @

�é�J
 �¢ 	k �éË @ �X f : F → R ð F 6= E ð

||a|| = 1 �IJ
m�'. a ∈ E Yg. ñK
 é�	K

@ �èQå 	�A �jÖÏ @ ú


	̄ Z A �g. A �Ò» 	á��
K. (1

d(a, F ) > 2
3 ð ||a|| = 1 �IJ
m�'. a ∈ E A �Ò�Jk Yg. ñK
 Éë . d(a, F ) > 1

2 ð

E ú

	̄ A ��®Ê 	ªÓ kerf 	àA

�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @�
�éÊ���JÓ 	àñº�K f �	à


@ 	á��
K. (2

||a|| = 1 �IJ
m�'. a ∈ E Yg. ñK
 é�	K A�
	̄ �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄

E 	àA
�
¿ @ �	X @� é�	K


@ 	á��
K. (3

d(a, F ) = 1 ð
��
���®m��' f̃ : E → R �é�J
 �¢ 	k �éË @ �X Yg. ñ�K é�	K A�

	̄ �éÊ���JÓ f ð �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄
E 	àA

�
¿ @ �	X @� é�	K


@ 	á��
K. (4

||f || = ||f̃ || ð ∀x ∈ F, f̃(x)) = f(x)

ú

	GA
���JË @ 	áK
QÒ�JË @

E′ = L(E,R) ð pA�	J�K. Z A
�	� 	̄ (E, || ||) 	áºJ
Ë

�ékñ�J 	®ÖÏ @ �éË @
��YË@ �é�K
Q 	¢	� 	àA �ëQK. ð ��	� XPð


@ (1

pA�	J�K. Z A
�	� 	̄ (E,N) 	àñºK
 �IJ
m�'. ú


	G A
��K PA�J
ªÓ N 	áºJ
Ë (2

. 	àAJ�
	̄ A
�
¾�JÓ 	áK
PA�J
ªÖÏ @

�	à

@ 	á��
K. ∀x ∈ E,N(x) ≤ ||x|| ð

ψ(f, x) = f(x) I. �k E′ × E ú
�
Î« �é 	̄ �QªÖÏ @ ψ �éË @

��YË@ �	à

@ ð pA�	JK. Z A �	� 	̄

E′ = L(E,R)
�	à

@ 	á��
K. (3

�éÊ���JÓ ð (bilinear) �éJ
 �¢	mÌ'@ �é�J
K� A
�	J�K ù
 ë

@ �	X @�
�éÊ���JÓ 	àñº�K b �éË @ �YË@ �	à


@ 	á��
K. E′ × E ú

�
Î« �éJ
 �¢	mÌ'@ �é�J
K� A

�	J�K �éË @ �X b 	áº�JË (4
��
���®m�'
 M > 0 Yg. ð @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð

b(f, x) ≤M ||f ||||x||

�IJ
m�'. u : H → H ð �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄
H 	áºJ
Ë �IËA

���JË @ 	áK
QÒ�JË @
∀(x, y) ∈ H ×H,< u(x), y >=< x, u(y) >

ù
 ¢
	k Q�K ñ�Ó ñë u

�	à

@ 	á�
K. (1
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. A �ëPA�J
ªÓ ñë A�Ó . �éÊ���JÓ �éJ
¢ 	k �éË @ �X ù
 ë ∀y ∈ H, x→< u(x), y >
�	à

@ 	á�
K. (2

{x→< x, u(yn) >,n ∈ N}
�	àA�
	̄ lim
n→∞

yn = 0 �I	KA
�
¿ 	à@� é�	K


@ 	á�
K. ð Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ YmÌ'@ �éK
Q 	¢	� Q» 	X


@ (3

L(H,C) ú

	̄ �èXðYm× 	àñº�K

É���JÓ ù
 ¢
	k Q�K ñ�Ó u �	à


@ i. �J 	J

���@� (4

É�J
 	̄ ½ÊÖÏ @ �éªÓA �g.
ÐñÊªË@ �éJ
Ê¿

1426 Èð
�
B@ ©J
K. P 25 �HA�J
 	�A�K
QË @ Õæ��̄

	á�
�J«A �� ú

	̄ ú


G� A
�î 	DË @ PA�J. �J 	kB

�
@ ú

�
Í@ �X ÉJ
Êm�

�'

È �ð
�
B@ 	áK
QÒ�JË @

�é�K
Q 	¢�	JË @ è 	YêË ��J
J.¢�� XPð

@ ð ��Ê 	ªÖÏ @ Õæ�QË @ �é�K
Q 	¢	� 	àA �ëQK. ð ��	� ñë A�Ó (1

�	à

@ f(x) = x− π I. �k [0, π] ú

�
Î« �é 	̄ �QªÖÏ @ ð �é�K
XQ 	®Ë @ �éË @

��YË@ ú
�
Î« XA �Ò�J«B� A

�K. �P �YË@ ú

	̄ A �Ò» 	á��
K. (2

∞∑
n=1

1
n2

=
π2

6

ú

	GA
��JË @ 	áK
QÒ�JË @

< f |g >= 1
2π

∫ π
−π f(t)g(t)dt �IJ
k �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ ñë L2[−π, π]

�	à

@ Q

�
» 	Y 	K

Éë . A �Òî 	DJ
K. 	àPA��̄ ð L2[−π, π] ú
�
Î« τs

�é�K
ñ�®Ë@ A�J
k. ñËñK. ñ
��JË @ ð τw

�é 	®J
ª
�	�Ë@ A�J
k. ñËñK. ñ

��JË @ 	K
Qª�K A �Ó (1
ú
æ�A

�
¾ª	K @� é 	JÓ ú


G�
	Qk. ZA �	� 	̄ �

É¿ Éë .É� 	® 	JÓ L2[−π, π]

é�	K

@ 	á��
K. ð L2[−π, π] ú


	̄ (en)n∈Z ú
æ�PA
�J. Êë �A ��


@ Yg. ð


@ (2

∀f ∈ L2[−π, π], lim
|n|→∞

< f, en >= 0

. L2[−π, π] ©Ó ��
A
��®�JÓ < e1, e2 >

⊥ �	à

@ 	á��
K. . H. PA

��®�J��K B
�

(en)n∈N ð
��
���®m��' fnk

�é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ Yg. ñ�K é�	K

@ 	á��
K. ||fn|| ≤ 1 ��

���®m��' L2[−π, π] 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ (fn)n∈N 	áº�JË (3

∃g ∈ L2[−π, π],∀h ∈ L2[−π, π], lim
n→∞

< h, fnk
>=< h, g >
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.

�IËA
���JË @ 	áK
QÒ�JË

�
@

(l1)′ é�® 	̄ @ �QÓ Yg. ð

@ ð É� 	® 	JÓ ZA �	� 	̄ ñë l1(R)

�	à

@ 	á�
K. (1

É� 	® 	JÓ 	àñºK
 E′ é�® 	̄ @ �QÓ �IJ
m�'. pA�	JK. Z A
�	� 	̄
E 	áºJ
Ë (2

{l ∈ E′, ||l|| = 1} ú

	̄ �é 	®J
�J» (fn)n∈N

�éªK. A
��J��JÓ Yg. ñ�K é�	K


@ 	á��
K. (


@

É� 	® 	JÓ E �	à

@ 	á��
K. fn(xn) ≥ 1

2 ð ||xn|| = 1 ��
���®m��' (xn)n∈N

�éªK. A
��J��JÓ ú

�
Î« XA �Ò�J«B� A

�K. (H.
É���JÓ ù


�¢ 	k ÉK. A
��®�K Yg. ñK
 B

�
é�	K

@ i. �J 	J

���@� ð ú
æ�A
�
¾ª	K @� Q�


	« l1(R)
�	à

@ i. �J 	J

���@� (3

ψ : l1 → l2

�éJ
ËA
���JË @ �é�K
Q 	¢�	JË @ �I�. �K


@ (1

(Lax−Milgram)
�é�K
Q 	¢	�

��
���®m��' b : H ×H → C ð �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄

H 	àA
�
¿ @ �	X @�

∀λ ∈ C,∀(x, y, z) ∈ H3, b(x+ λy, z) = b(x, z) + λb(y, z) (1

∀λ ∈ C,∀(x, y, z) ∈ H3, b(x, y + λz) = b(x, y) + λb(y, z) (2

∃A > 0,∀(x, y) ∈ H ×H, |b(x, y)| ≤ A||x||||y|| (3

∃µ > 0,∀x ∈ H, b(x, x) ≥ µ||x||2 (4

ð ||u−1|| ≤ 1
µ

��
���®m�'
 u ∈ L(H) ù


�¢ 	k ÉK. A
��®�K Yg. ñK


�	àA�
	̄

∀(x, y) ∈ H ×H, b(x, y) =< x, u(y) >
�éJ
ËA

���JË @ �é�K
Q 	¢�	JË @ �I�. �K

@ (2

(Lax−Milgram)
�é�K
Q 	¢	�

��
���®m��' u ∈ L(H,H ′) ð ù


�®J
�®k �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄
H 	àA

�
¿ @ �	X @�

∃µ > 0,∀x ∈ H, [u(x)](x) ≥ µ||x||2

||u−1|| ≤ 1
µ

��
���®m�'
 ù


�¢ 	k ÉK. A
��®�K u �	àA�

	̄
�
ÉmÌ'@

YJ
kð Qå�	J« Yg. ñK
 @ �	X @� (3 	áÓ �éÊ���JÓ ù
 ë ð (1 	áÓ �éJ
 �¢ 	k ù
 ë x→ b(x, y) �éË @
��YË@ y ∈ H É¾Ë (1

��
���®m�'
 u(y) ∈ H
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∀x ∈ H, b(x, y) =< x, u(y) >

A�	JË ∀λ ∈ C,∀(x, y, z) ∈ H3, é�	K

@ 	¡kC

� 	K

< x, u(y + λz) >= b(x, y + λz) = b(x, y) + λb(y, z) =< x, u(y) > +λ < y, u(z) >

@ �	X @�
∀λ ∈ C,∀(x, y) ∈ H2, u(y + λz) = u(x) + λu(y)

. �éJ
 �¢ 	k u
�	à

@ ú

�
Î«

�
ÈYK
 @

�	Yë ð
�	à

@ A �Üß.

∀(x, y) ∈ H ×H, b(x, y) =< x, u(y) >

A�	JË 3 	áÓ

∀(x, y) ∈ H ×H, | < x, u(y) > | ≤ |b(x, y)| ≤ A||x||||y||

||u(y)|| ≤ A||y||
�	à

@ ø �Q 	K x = u(y)

	Y 	g

AK. ð

ÉK. A
��®�K u �	à


@ �IJ. �� 	JË �éÊ���JÓ u @ �	X @�

	áK
A�J. �K (1

ù

�¢ 	k u

�	à

@ A �Üß. keru = 0 @ �	X @� . x = 0 @ �	X @� 0 = b(x, x) ≥ µ||x||2 @ �	X @� u(x) = 0 �IJ
m�'. x ∈ H 	áºJ
Ë

	áK
A�J. �K é�	K A�
	̄

ÉÓA ��� (2

[u(H)]⊥ = 0
�	à

@ ð H ú


	̄ ��Ê 	ªÓ u(H)
�	à

@ 	á��
J. 	�� u(H) = H

�	à

@ �IJ. �� 	K ú
»

u(H) ú

	̄ ù ��®J. �K H ú


	̄ �éK. PA
��®��JÓ u(H) 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ
�
É¿ �éK
A�î 	E

�	à

@ 	á��
J. Ë� ,

��Ê 	ªÓ u(H) 	á��
J. 	K ú
»
(@

�	à

@ 	¡kC

� 	K yn = u(xn) �IJ
m�'. xn ∈ H Yg. ñ�K , y ∈ H 	áÓ H. PA
��®�J��K yn ∈ u(H) 	áº�JË

µ||xn − xm||2 ≤ b(xn − xm, u(xn − xm)) ≤ ||yn − ym||||xn − xm||
�	àA�
	̄ É���JÓ u 	à


@ A �Üß. ð x ∈ H 	áÓ H. PA

��®�J��K A�î�	EA�
	̄ �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄

H
�	à

@ A �Üß. �é�J
 ��ñ» (xn)n∈N @ �	X @���Ê 	ªÓ u(H)

�	à

@ @ �	X @� i.

�J 	J���	� u(x) = y

ø


@ 0 =< t, u(t) >= b(t, t) ≥ µ||t||2 @ �	X @� ∀x ∈ H, 0 =< t, u(x) > ø



@ t ∈ [u(H)]⊥ 	áºJ
Ë (H.

. t = 0

A�	JË �é�®K
Q �¢Ë@ � 	® 	JJ. 	̄ ù

�®J
�®k �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄

H 	àA
�
¿ @ �	X @�
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�	à

@ A �Üß.

∀x ∈ H, | < x, u(x) > | = |b(x, x)| ≥ µ||x||2

A�	JË x = u−1(y) © 	�ñK.

∀y ∈ H, | < u−1(y), y > | ≥ µ||u−1(y)||2

A�	JË 	Q�KP@ �ñ �� ø ��ñ» 	áÓ

∀y ∈ H, 1
µ
||y|| ≥ ||u−1(y)||

||u−1|| ≤ 1
µ ©Ó �Z 	¬A

�
¾�JK
 @

�	Yë ð

(2 �
Ég

	áK
A�J. �K (1

u
�	à

@ A �Üß. keru = 0 @ �	X @� . x = 0 @ �	X @� 0 = [u(x)](x) ≥ µ||x||2 @ �	X @� u(x) = 0 �IJ
m�'. x ∈ H 	áºJ
Ë

	áK
A�J. �K é�	K A�
	̄ ù


�¢ 	k
ÉÓA ��� (2

u(H) 	á��
J. 	K ú
»
(@ [u(H)]⊥ = 0

�	à

@ ð H ′ l H ú


	̄ ��Ê 	ªÓ u(H)
�	à

@ 	á��
J. 	�� u(H) = H ′

�	à

@ �IJ. �� 	K ú
»

u(H) ú

	̄ ù ��®J. �K H ′ ú


	̄ �éK. PA
��®��JÓ u(H) 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ
�
É¿ �éK
A�î 	E

�	à

@ 	á��
J. Ë� ,

��Ê 	ªÓ
�	à

@ 	¡kC

� 	K xn ∈ H, yn = u(xn) Yg. ñ�K , y ∈ H ′ 	áÓ H. PA
��®�J��K yn ∈ u(H) 	áº�JË

A �Üß. �é�K
 ��ñ» (x− n)n∈N @ �	X @� µ||xn − xm||
2 ≤ [u(xn − xm)](xn − xm) ≤ ||yn − ym||||xn − xm||

u(H)
�	à

@ @ �	X @� i.

�J 	J���	� u(x) = y
�	àA�
	̄ É���JÓ u 	à


@ A �Üß. ð x ∈ H 	áÓ H. PA

��®�J��K A�î�	EA�
	̄ �HPA�J. Ë è ZA �	� 	̄

H
�	à

@

��Ê 	ªÓ
. . y ∈ [u(H)]⊥ 	áºJ
Ë (H.

	K
Qª�K
ø
 ðA

����Ó F �	à

@ Èñ�® 	K (E′, d′) ø
 Q

��Ó ZA �	� 	̄ ú
�
Í@� (E, d) ø
 Q

��Ó ZA �	� 	̄ 	áÓ È@ �ð �YË@ 	áÓ �é«ñÒm.× F 	áºË
��
���®m��' @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @� x ∈ E Y	J« ÈA �����B� @

∀ε > 0,∃δx > 0,∀f ∈ F ,∀y ∈ E, d(x, y) ≤ δ ⇒ d′(f(x), f(y)) ≤ ε

x ∈ E
�
É¿ Y	J« ÈA �����B� @ ø
 ðA

����Ó 	àA
�
¿ 	à@� E ú

�
Î« ÈA �����B� @ ø
 ðA

����Ó F �	à

@ Èñ�® 	K

��
���®m��' @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @� E ú
�
Î« ÈA �����B� @ ø
 ðA

���� Ñ 	¢�JÓ F �	à

@ Èñ�® 	K
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∀ε > 0,∃δ > 0,∀f ∈ F ,∀x ∈ E,∀y ∈ E, d(x, y) ≤ δ ⇒ d′(f(x), f(y)) ≤ ε

ε ú
�
Î« ¡�® 	̄ YÒ�Jª�K A �Ü

�	ß @� ð f ∈ F ú
�
Î« B

�
ð x ∈ E ú

�
Î« YÒ�Jª�K B

�
δ

�	à

@ ø



@

�é�K
Q 	¢	�
F

�	àA�
	̄
K ú

�
Î« ÈA �����B� @

�éK
ðA ����Ó È@ �ð �X 	áÓ �éÊK� A
�« F 	áº�JË ð (E, d) ø
 Q

��Ó ZA �	� 	̄ 	áÓ ��@�Q��Ó K 	áºJ
Ë
ø


@ ÈA �����B� @ ø
 ðA

���� �éÒ 	¢�J 	JÓ 	àñº�K

∀ε > 0,∃δ > 0,∀f ∈ F ,∀x ∈ K,∀y ∈ K, d(x, y) ≤ δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε

ε ú
�
Î« ¡�® 	̄ YÒ�Jª�K A �Ü

�	ß @� ð f ∈ F ú
�
Î« B

�
ð x ∈ K ú

�
Î« YÒ�Jª�K B

�
δ

�	à

@ ø



@

	àA �ëQK.
A�	JË ε

2 ú
�
Í@�

�éJ.�
�	�ËA�K. ÈA ��

���B� @ ø
 ðA
���� 	áÓ , ε > 0 	áºJ
Ë

∀x ∈ K,∃δx > 0,∀f ∈ F ,∀y ∈ E, d(x, y) ≤ δx ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε

2

A�J
î �D 	JÓ �ZA �¢ 	« �Ê 	j�J�	� K ù

�¢ 	ª�K δx

2 Q�¢
�̄ 	�	� ð x ∈ K 	Q»QÓ ú


�G @ �	X B(x, δx

2 ) �H@ �QºË@
δ = inf( δx1

2 , ..,
δxn

2 )
	¬�Qª	JË ð B(x1,

δx1
2 ), .., B(xn,

δxn

2 )
�	àA�
	̄
d(x, y) ≤ δ ð y ∈ E 	àA

�
¿ @ �	X @� x ∈ B(xj ,

δxj

2 ) �IJ
m�'. 1 ≤ j ≤ n Yg. ñ�K x ∈ K 	áº�JË
@ �	X @� , y ∈ B(xj , δxj

)

∀f ∈ F , |f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(xj)|+ |f(xj)− f(y)| ≤ ε

Ascoli−Arzelah
�éK
Q 	¢	�

��
���®m��'ð ÈA �����B� @

�éK
ðA ����Ó È@ �ð �X 	áÓ �éªK. A
��J��JÓ fn : E → C ð É� 	® 	JÓ ø
 Q

��Ó ZA �	� 	̄ (E, d) 	áºJ
Ë

ú
�
Î« ÐA �	¢�J 	K A�K. H. PA

��®�J��K �é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ A�êË (fn)n ∈ N é�	K A�
	̄ ∀x ∈ E,∃Mx > 0,∀n ∈ N, |fn(x)| ≤Mx

E 	áÓ �� @
�Q��Ó

�
É¿

	àA �ëQK.
A�îD


�Ò�	� �éK. PA
��®�JÓ �é�J
K� 	Qk.

�éªK. A
��J��JÓ A�êË �	àA�

	̄ �èXðYm× (fn(w1))
�	à

@ A �Üß. , (E, d) ú


	̄ �é 	®J
�J» �éªK. A
��J��JÓ (wn) 	áº�JË

(fn,1)n∈N

(fn,2)n∈N A�îD

�Ò�	� �éK. PA

��®�JÓ �é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ A�êË �	àA�
	̄ �èXðYm× (fn,1(w2))n∈N

�	à

@ A �Üß. (fn,1)n∈N 	áÓ ��Ê¢	J�	K

©J
Ôg. 	áÓ �é�J
K� 	Qk. ù
 ë @ �	X @� (fn,k)n∈N 	áÓ �é�J
K� 	Qk. (fn,k+1)n∈N
�éªK. A

��J��JÓ ú

	æJ. 	K k ∈ N

�
É¾Ë ½J
Ë @ �ðX @

�	Yºë ð
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wk
�
É¿ Y	J« H. PA

��®�J��K (fn,n)n∈N
�é�K
Q¢�®Ë@ �éªK. A

��J��JÖÏ @ �	à

@ 	¡kC

� 	K . �éK. PA
��®�JÓ (fn,k+1(wk+1))n∈N ð A�î�EA ��®K. A ��

. (fn,k)n∈N 	áÓ �é�J
K� 	Qk.
�éªK. A

��J��JÓ ù
 ë (fn,n)n>k
�	à

@ ½Ë 	X

�é�®K. A ���Ë@ �é�K
Q 	¢�	JË @ 	áÓ , ε > 0 	áºJ
Ë ð (E, d) ø
 Q
��Ó ZA �	� 	̄ 	áÓ ��@�Q��Ó K 	áºJ
Ë

∃δ > 0,∀f ∈ F ,∀x ∈ K,∀y ∈ E, d(x, y) ≤ δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε

3

Yg. ñ�K j ≤ N
�
É¾Ë B(w1, δ), .., B(wN , δ) A�J
î �D 	JÓ �ZA �¢ 	« �Ê 	j�J�	� K ù


�¢ 	ª�K (B(wj , δ))j∈N
�H@ �QºË@

ð M = sup(N1, .., NN 	áºJ
Ë n ≥ Nj ,m ≥ Nj ⇒ |fn,n(wj)− fm,m(wj)| ≤ ε
3

�IJ
m�'. Nj ∈ N
�	àA�
	̄
m ≥M ð n ≥M

�
É¾Ë x ∈ B(wj , δ) �IJ
m�'. j ≤ N Yg. ñ�K x ∈ K

|fn,n(x)−fm,m(x)| ≤ |fn,n(x)−fn,n(wj)|+|fn,n(wj)−fm,m(wj)|+|fm,m(wj)−fm,m(x)| ≤ ε

��
���®m��' f �éË @ �X 	áÓ �éK. PA

��®�JÓ ù
 ë @ �	X @�
�é�J
 ��ñ» (fn,n(x))n∈N

�	à

@ 	¡kC

� 	K

∀ε > 0,∃M ∈ N,∀x ∈ K, |fn,n(x)− f(x)| = lim
m→∞

|fn,n(x)− fm,m(x)| ≤ ε

. f 	áÓ K ú
�
Î« ÐA �	¢�J 	K A�K. H. PA

��®�J��K (fn,n)n∈N @ �	X @�
é�	K

@ ø



@ 2π �èPðX ú


�G @ �	X ð �éÊ���JÖÏ @ È@ �ð �YË@ �é«ñÒm.× ú

	̄ �é 	®�J» �é�J
�JÊ�JÖÏ @ XðYmÌ'@ �H@ �Q�
�J» @ �	X @��é�K
Q 	¢	�

Pε(t) =
∑n
k=−n ake

ikt XðYg �èQ�
�J» Yg. ñ�K ε > 0
�
É¾Ê 	̄ 2π A�î�EPðX �é�K
PðX ð �éÊ���JÓ �éË @ �X f 	áº�JË

�IJ
m�'.
sup
t∈R
|f(t)− Pε(t)| ≤ ε

�éJ
ËA
���JË @ �é�K
Q 	¢�	JË @ i. �J 	J

���	� 	à

@ 	áºÒJ
 	̄ eikt 	áÓ ���@ �Q��Ó

�
É¿ ú

�
Î« ÐA �	¢�J 	K A�K. H. PA

��®�J��K Σsn=0
(ikt)n

n!

�	à

@ A �Üß. ð

Weierstrass Approximation Theorem
�é�K
Q 	¢	�

��
���®m��' Pε ∈ R[X] XðYg �èQ�
�J» Yg. ñ�K ε > 0

�
É¾Ê 	̄ �éÊ���JÓ �éË @ �X f : K → R ð R 	áÓ A ���@ �Q��Ó K 	áºJ
Ë

∀x ∈ K; |f(x)− Pε(x)| ≤ ε

F ixed Point Theorem
�IK. A

��JË @ Qå� 	JªË@ �é�K
Q 	¢	�
�IJ
m�'. [0, 1[3 k Yg. ñ�K ø



@ �HA�	̄ A ��ÖÏ @ �

�
Ê�®�K �éË @ �X f : Rn → Rn 	áº�JË

∀x ∈ Rn,∀y ∈ Rn, ||f(x)− f(y)|| ≤ ||x− y||
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f(x0) = x0
��
���®m�'
 Rn 3 x0 YJ
kð Qå�	J« Yg. ñK
 é�	K A�

	̄

	àA �ëQK.
�	à

A 	̄ �é�J
�Ê�®�K f �	à


@ A �Üß. xn+1 = f(xn) ú
æ

	�A�K
 �QË @ Z @ �Q�®�J�B� A
�K. ð x2 = f(x1) 	áº�JË ð Rn 3 x1

	áº�JË
�	à

@ A �Üß. ð ||xn+k − xn|| ≤ ||xn+k − xn+k−1||+ ||xn+k−1 − xn+k−2||+ .. = ||xn+1 − xn||

||xn+1 − xn|| = ||f(xn − f(xn−1)|| ≤ ||xn − xn−1|| ≤ kn−1||x2 − x1||

YJ
kñË@ Qå� 	JªË@ 	áÓ H. PA
��®�J��K ù
 ë @ �	X @�

�é�J
 ��ñ» (xn)n∈N @ �	X @� ||xn+k − xn|| ≤ kn−1

1−k ||x2 − x1||
�	àA�
	̄

f(x0) = x0
��
���®m�'
 ø


	YË@ Rn 3 x0

Brouwer F ixed Point Theorem
�IK. A

��JË @ Qå� 	JªË@ �é�K
Q 	¢	�
B 3 x0 YJ
kð Qå�	J« Yg. ñK
 é�	K A�

	̄ �éÊ���JÓ �éË @ �X f : B → B 	áº�JË ð B = {x ∈ Rn||x|| = 1} 	áº�JË
. f(x0) = x0

��
���®m�'


	àA �ëQK.
�	à

@ 	á�
g ú


	̄
g(1) ≤ 0 ��

���®m��' �éÊ���JÓ �éË @ �X g(x) = f(x)− x @ �	X @� B = [0, 1] ¡J
��. 	àA �ëQ�. Ë @ n = 1 A �ÓY 	J«
. f(x0) = x0 ø



@ g(x0) = 0 ��

���®m�'
 [0, 1] 3 x0 Yg. ñK
 �é�J
 �¢�ñË@ �éÒJ
�®Ë @ �é�K
Q 	¢	� 	áÓ g(0) ≥ 0

I. ª�

@ 	àA �ëQ�. Ë @ 	àñºK
 n > 1 Y	J«

É�J
 	̄ ½ÊÖÏ @ �éªÓA �g.
ÐñÊªË@ �éJ
Ê¿

1428 ú

	GA
���JË @ ©J
K. P 5 �HA�J
 	�A�K
QË @ Õæ��̄

	á�
�J«A �� ú

	̄ È �ð


B@ ú
Î�

	®Ë@ PA�J. �J 	kB
�
@ ú

�
Í@ �X ÉJ
Êm�

�'

ÈðB
�
@ 	áK
QÒ�JË @

�é�K
XA �ªË @ �é 	̄ A ��ÒÊË�
�éJ.� 	�ËA�K. PA�K. Z A

�	� 	̄ Q Éë .PA�K. Z A
�	� 	̄ 	K
Qª�K ñë A�Ó (1

ÉÓA
�
¿ R \Q Éë . �é�K
XA �ªË @ �é 	̄ A ��ÒÊË�

�éJ.� 	�ËA�K. PA�K. Z A
�	� 	̄ R \Q

�	à

@ 	á��
K. (2

�éJ
ËA
���JË @ ÉÒm.Ì'@ XA

�	�Ó ÈA
��JÖß. 		K@� ð


@ �I�. �K


@ (3

@ �	X @� ¡
�® 	̄ ð @ �	X @� A

��@ �Q��Ó E ⊃ K 	àñºK
 E ø
 Q
��Ó ZA �	� 	̄ ú


	̄

ú
æî
�D 	JÓ ZA �¢ 	« é 	JÓ �Ê 	j�J�	� 	à


@ 	áºÖß
 �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA �«ñÒm.× 	áÓ ZA �¢ 	« éË K (@
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K ú

	̄ Õ» @ �Q�K �é¢�® 	K A�êË K 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ
�
É¿ (h. XðYm× ð ��Ê 	ªÓ K (H.

�éÊ���JÓ �éË @ �YK. ��@ �Q��ÖÏ �é�J
�º« �èPñ� ñë K (X

f : E → R ð F 6= E �IJ
m�'. E ù

�®J
�®k pA�	JK. Z A

�	� 	̄ 	áÓ ��Ê 	ªÓ ú

G�
	Qk. ZA �	� 	̄

F 	áºJ
Ë ú

	GA
��JË @ 	áK
QÒ�JË @
�é�J
 �¢ 	k �éË @ �X

||a|| = 1 ð d(a, F ) > 2
3

�IJ
m�'. a ∈ E Yg. ñK
 é�	K

@ 	á��
K. (1

E \ F i. �J 	J
���@� ð F

�é�J
Ê 	g@ �X F ◦ Yg. ð

@ (2

. ∀x ∈ E,∃n ∈ N, fn(x) = 0 �IJ
m�'. E ú
�
Î« �éÊ���JÓ ð �é�J
 �¢ 	k È@ �ðX 	áÓ �éªK. A

��J��JÓ (fn)n∈N 	áº�JË (3
. �é�K
Q 	®�Ë@ �éË @

��YË@ ù
 ë È@ �ð �YË@ è 	Yë ø �Yg@�
�	à

@ 	á��
K.

E ú

	̄ A ��®Ê 	ªÓ kerf = {x ∈ E; f(x) = 0} 	àA

�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @�
�éÊ���JÓ 	àñº�K f �	à


@ 	á��
K. (4

||f ||∞ = sup
t∈[0,1]

|f(t)| 	áºJ
Ë C([0, 1]) ú
�
Î« �IËA

���JË @ 	áK
QÒ�JË @

ñë Éë . (C([0, 1]), || ||∞) ú

	̄ XðYm× ð ��Ê 	ªÓ B(0, 1) = {f ∈ C([0, 1]); ||f ||∞ ≤ 1}

�	à

@ 	á�
K. (1

.PA�K. Z A �	� 	̄ ñë Éë .�@�Q��Ó
	àA�J 	̄� A

�
¾�JÓ A �Òî �	DºË C([0, 1]) ú

�
Î« 	á�
J 	̄� A

�
¾�JÓ Q�
 	« || ||∞ ð || ||1

�	à

@ 	á��
K. ||f ||1 =

∫ 1

0
|f(t)dt 	áº�JË (2

1428 ø
 A
���� ð


@

�
É�̄


@ �ék. PX 	áÓ XðYmÌ'@ �H@ �Q�
�J» ú

�
Î«

É�J
 	̄ ½ÊÖÏ @ �éªÓA �g.
ÐñÊªË@ �éJ
Ê¿

1428 ú

	GA
���JË @ ©J
K. P 27 �HA�J
 	�A�K
QË @ Õæ��̄

	á�
�J«A �� ú

	̄ ú


	G A
���JË @ ú
Î�

	®Ë@ PA�J. �J 	kB
�
@ ú

�
Í@ �X ÉJ
Êm�

�'

(L2([−π, π]), || ||2) A ��Ó

@ ||f ||∞ = sup

t∈[−π,π]

|f(t)| �IJ
k pA�	JK. Z A
�	� 	̄ ñë (C([−π, π]), ||f ||∞)

�	à

@ Q

�
» 	Y 	K

< f, g >= 1
2π

∫ π
−π f(t)g(t)dt) �IJ
k �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ ñê 	̄

ÈðB
�
@ 	áK
QÒ�JË @

Riez′s representation theorem
	Q��K
P ÉJ
�JÖ

�ß �é�K
Q 	¢	� 	àA �ëQK. ð ��	� XPð

@ (1

é�	K

@ 	á��
K. ð L2([−π, π]) ú


	̄ (en)n∈Z ú
æ�PA
�J. Êë �A ��


@ Yg. ð


@ (2

.H. PA
��®�J��K B

�
(en)n∈N ð ∀f ∈ L2([−π, π]), lim

|n|→∞
< f, en > en = 0

[−π, π] ú
�
Î« �é 	̄ �QªÖÏ @ ð �é�J
k. ð 	QË @ �éË @

��YË@ ú
�
Î« XA �Ò�J«B� A

�K. 	á��
K. ÈA �	®�PA�K. �éËXA �ªÓ 	àA �ëQK. ð ��	� ñë A�Ó (3
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∑∞
n=0

1
(2n+1)2 = π2

8

�	à

@ f(x) = |x| I. �k

ú

	GA
���JË @ 	áK
QÒ�JË @

�ékñ�J 	®ÖÏ @ �éË @
��YË@ �é�K
Q 	¢	� 	àA �ëQK. ð ��	� XPð


@ (1

ð �ékñ�J 	®Ó �éË @ �X T
�	à

@ 	á��
K. É���JÓ ù


�¢ 	k ÉK. A
��®�K T : E → E 	áºJ
Ë ð pA�	J�K. Z A �	� 	̄ (E, || ||) 	áºJ
Ë (2

�éÊ���JÓ T−1
�	à

@ i. �J 	J

���@�
Q�
 	« T−1 ð É���JÓ T

�	à

@ 	á�
K.

T : (C([−π, π]), || ||∞) → (C([−π, π]), || ||2)
f → 2f 	áºJ
Ë (3

�èQ�.ªË @ A �Ó . É���JÓ

G = {f ∈ L2([−π, π]);
∫ 0

−π f(t)dt−
∫ π
0
f(t)dt = 1} 	áºJ
Ë �IËA

���JË @ 	áK
QÒ�JË @

(L2([−π, π]), || ||2) ú

	̄ H.

�Ym× ð ��Ê 	ªÓ G �	à

@ 	á��
K. (1

. g Yg. ð

@. ||g||2 = inf

f∈F
||f ||2

��
���®m�'
 YJ
kð L2([−π, π]) 3 g Yg. ñK
 é�	K


@ i. �J 	J

���@� ( 2

Q�
 	« ð H.
�Ym× ð ��Ê 	ªÓ F = {f ∈ G

⋂
C([−π, π]), ||f ||∞ ≤ 2}

�	à

@ 	á��
K. (C([−π, π]), || ||∞) ú


	̄ (3
�éËXA �ªÓ ��

���®j�J��K (C([−π, π]), || ||∞) ú

	̄ Éë . ||h||∞ = inf

f∈F
||f ||∞

��
���®m�'
 F 3 h Yg. ñK
 B

�
ð .�@ �Q��Ó

. ¨C
� 	�


B@ ø
 	P@ �ñ�JÓ

1428 Èð

B@ ø �XA�Ôg. 27 �HA�J
 	�A�K
QË @ Õæ��̄ ÐñÊªË@ �éJ
Ê¿ É�J
 	̄ ½ÊÖÏ @ �éªÓA �g.

	á�
�J«A �� ú

	̄ ú


G� A
�î 	DË @ PA�J. �J 	kB

�
@ ú

�
Í@ �X ÉJ
Êm�

�'

ð F 6= E ð (E, || ||) ù

�®J
�®k �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ 	áÓ ��Ê 	ªÓ ú


G�
	Qk. ZA �	� 	̄

F 	áºJ
Ë ÈðB
�
@ 	áK
QÒ�JË @

�é�J
 �¢ 	k �éË @ �X f : F → R

E ú

	̄ A ��®Ê 	ªÓ kerf 	àA

�
¿ @ �	X @� ¡

�® 	̄ ð @ �	X @�
�éÊ���JÓ 	àñº�K f �	à


@ 	á��
K. (1

d(a, F ) = 1 ð ||a|| = 1 �IJ
m�'. a ∈ E Yg. ñK
 é�	K

@ 	á��
K. (2

ð ∀x ∈ F, f̃(x)) = f(x) ��
���®m��' f̃ : E → R �é�J
 �¢ 	k �éË @ �X Yg. ñ�K é�	K A�

	̄ �éÊ���JÓ f �I	KA
�
¿ @ �	X @� é�	K


@ 	á��
K. (3

||f || = ||f̃ ||
�	à

@ 	á��
K. �éÊ���JÓ Q�
 	« f

�	à

@ 	�Q�� 	® 	JË .PA�K. Z A

�	� 	̄ ñë {x ∈ K, ||x|| < 1}
�	à

@ 	á��
K. E 	áÓ ��@�Q��Ó K 	áºJ
Ë (4
∅ = K◦

�é 	«PA�	̄ 	àñº�K K �é�J
Ê 	g@ �X
��
���®m�'
 ��J
J.¢�� u : H → H ð C ú

�
Î« �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ (H,< , >) 	áºJ
Ë ú


	GA
���JË @ 	áK
QÒ�JË @

∀(x, y) ∈ H ×H,< u(x), y >=< x, u(y) >
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�éK
 �Xð
�YjÖÏ @ ÐA �	¢�J 	K @�

�é�K
Q 	¢	� 	àA �ëQK. ð ��	� Q» 	X

@ (1

Uniform boundedness principle

Q�K ñ�Ó ñë u
�	à

@ 	á�
K. ð . A �ëPA�J
ªÓ ñë A�Ó . �éÊ���JÓ �éJ
¢ 	k �éË @ �X ù
 ë ∀y ∈ H, x→< u(x), y >

�	à

@ 	á�
K. (2

ù
 ¢
	k

ð L(H,C) ú

	̄ �èXðYm× 	àñº�K {x→< x, u(yn) >,n ∈ N}

�	àA�
	̄ lim
n→∞

yn = 0 �I	KA
�
¿ 	à@� é�	K


@ 	á�
K. (3

É���JÓ ù
 ¢
	k Q�K ñ�Ó u �	à


@ i. �J 	J

���@�
ú

	G A
��K PA�J
ªÓ N 	áºJ
Ë ð éJ
Ê« �é 	̄ A ��ÖÏ @ ù
 ë d ð �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ (E, || ||) 	áºJ
Ë �IËA

��JË @ 	áK
QÒ�JË @
∀x ∈ E,N(x) ≤ ||x|| ð pA�	J�K. Z A

�	� 	̄ (E,N) 	àñºK
 �IJ
m�'.
Éë . l2(C) 	K
Qª�K ñë A�Ó . A�î �DÊÒª�J�@� ú


�æË @ �é�K
Q 	¢	JË @ ��	� ñë A�Ó . 	àAJ�
	̄ A
�
¾�JÓ 	á�
�®K. A ���Ë@ 	áK
PA�J
ªÖÏ @

�	à

@ 	á��
K. (1

.¡�® 	̄ ø
 PA
�J
ªÓ ZA �	� 	̄ (E,N)

�	à

@ A�	J 	�Q�� 	̄ @� @

�	X @�
	àAJ�

	̄ A
�
¾�JÓ 	àA�	KñºK


Éë . �éÊ���JÓ ð 	K
Qª�JË @ �é 	J�k �éË @ �X C ú
�
Î« PC  A ��®�B� @

�	à

@ 	á�
K. C = {x ∈ E, ||x|| ≤ 1} 	áºJ
Ë (2

A�î �DÊÒª�J�@� ú

�æË @ �é�K
Q 	¢	JË @ ��	� ñë A�Ó . �éJ
 �¢ 	k ù
 ë

�é 	̄ A ��ÖÏ @ f(x) = d(A+ x,C) 	áº�JË x ∈ F
�
É¾Ë A ∈ E ð ú
æî

�D 	JÓ YªK. ø

	X A�J
K� 	Qk. �ZA �	� 	̄

E > F 	áºJ
Ë
C ð A+ x 	á�
K.

ð ||a− b|| = d(A+ F,C) �IJ
m�'. b ∈ C ð a ∈ A+ F Yg. ñK
 é�	K

@ ð lim
||x||→∞

f(x) =∞
�	à

@ 	á�
K. (3

F 	áÓ Qå�	J«
�
É¿ ©Ó YÓA �ª�JÓ 	àñºK
 b− a

�	à

@ 	á�
K.

É�J
 	̄ ½ÊÖÏ @ �éªÓA �g.
ÐñÊªË@ �éJ
Ê¿

�HA�J
 	�A�K
QË @ Õæ��̄

ú
Í@
��YË@ ÉJ
Êj

��JË @ 38 �éj 	®� ú

	GA
��JË @ 	áK
QÒ�JË @

�
Ég

hassine elmir@yahoo.fr 1883 Q�
ÖÏ @ 	á�
�k . X
��Ê 	ªÓ ú


G�
	Qk. ZA �	� 	̄

G ð ú
æî
�D 	JÓ YªK. ø


	X ú

G�
	Qk. ZA �	� 	̄

F �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄
H 	áºJ
Ë ú


	GA
��JË @ 	áK
QÒ�JË

�
@

A ∈ H ð H 	áÓ
�éÊ���JÓ �éË @ �X 	àñº�K A+ F = {A+ x, x ∈ F} ú

�
Î« P  A ��®�B

�
@ �	à@ 	á�
K. (1

	à@� lim
||x||→∞

f(x) =∞
�	à@ 	á�
K. G ð A+ x 	á�
K. �é 	̄ A ��ÖÏ @ f(x) = d(A+ x,G) 	áº�JË x ∈ F

�
É¾Ë (2

F
⋂
G = {0} 	àA

�
¿ 	à@� ¡

�® 	̄ ð
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||a− b|| = d(A+ F,G) �IJ
m�'. b ∈ G ð a ∈ A+ F Yg. ñK
 é�	K

@ 	á�
K. F

⋂
G = {0}

�	à

@ 	�Q�� 	® 	JË (3

F +G 	áÓ Qå�	J«
�
É¿ ©Ó YÓA �ª�JÓ 	àñºK
 b− a

�	à

@ 	á�
K. (4

||a− b|| = d(A+ F,G) �IJ
m�'. b ∈ G ð a ∈ A+ F Yg. ñK
 é�	K

@ �HB

�
A�mÌ'@ ©J
Ôg. ú


	̄ 	á�
K. (5
�
ÉmÌ'@

�HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ ú

	̄  A ��®�B� @

�é�K
Q 	¢	� ú
�
Î« YÒ�JªK


 A
��®�B� @

�é�K
Q 	¢	�
YJ
kð Qå�	J« Yg. ñK
 H 3 x

�
É¾Ë é�	K A�

	̄
H �HPA�J. Êë ZA �	� 	̄ 	áÓ �é�®Ê 	ªÓ ð �éK.

�Ym× �é�J
K� 	Qk.
�é«ñÒm.× C 	áº�JË

��
���®m�'
 C ú

�
Î« x  A ��®�@� éJ
�Ò�	� C ú


	̄
PC(x)

||x− PC(x)|| = inf{||x− y||, y ∈ C}

c = PC(x)
�	àA�
	̄ ||x− c|| = inf{||x− y||, y ∈ C} ��

���®m�'
 C 3 c 	àA
�
¿ @ �	X @�

�é�K
Q 	¢	JË @ �	� 	áÓ
	áÓ ��Ê 	ªÓ ð H.

�Ym× 	àñºK
 A+ F
�	àA�
	̄ ú
æî

�D 	JÓ YªK. ð 	X ú

G�
	Qk. ZA �	� 	̄ é�	K


B ��Ê 	ªÓ ð H.

�Ym× F �	à

@ A �Üß. (1

��
���®m�'
 (A+ F ) 3 PA+F (y) YJ
kð Qå�	J« Yg. ñK
 H 3 y

�
É¾Ë  A ��®�B� @

�é�K
Q 	¢	�
YJ
kñË@ Qå� 	JªË@ Y 	J« ��

���®j�J��K ø �Q 	ª ��Ë@ �éÒJ
�®Ë @ ||y − PA+F (y)|| = d(A+ F, y) = inf
x∈F
||y − (A+ x)||

ð �éJ
 �¢ 	k PF
�	à

@ A �Üß. PA+F (y) = A+ PF (y −A) = PF (y) +A− PF (A) @ �X @� x = PF (y −A)

¡�® 	̄ ð @ �	X @�
�éJ
 �¢ 	k 	àñº�K PA+F ð �éÊ���JÓ 	àñº�K y → PA+F (y) = PF (y) +A− PF (A)

�	àA�
	̄ �éÊ���JÓ

. F 3 A �I	KA
�
¿ @ �	X @�

ð lim
|t|→∞

||tv|| =∞
�	àA�
	̄

F
⋂
G 3 v 6= {0} 	áºJ
Ë F

⋂
G 6= {0} @ �	X @� (2

@ �	X @� A ��Ó

@ G 3 tv �	à


B lim||x||→∞f(x) ≤ ||A|| @ �	X @� f(tv) = d(A+ tv,G ≤ ||A+ tv − (tv)|| = ||A||

F YªK.
�	à

B �@�Q��Ó S + {x ∈ F, ||x|| = 1}

�	à

@ A �Üß. a = inf

x∈F,||x||=1
d(x,G) 	áºJ
Ë F

⋂
G = {0} 	àA

�
¿

�IJ
m�'. S 3 x0 Yg. ñK
 @ �	X @� λ ø �Q 	ª ��Ë@ A�î �DÒJ
�̄ ú
�
Í@� É��� A�î�	EA�

	̄ �@ �Q��ÖÏ @ @
�	Yë ú

�
Î« �éÊ���JÓ d(x,G) ð ú
æî

�D 	JÓ
�	àA�
	̄
x ∈ F \ {0} 	áºJ
Ë . G

��Ê 	ªÖÏ @ ú
�
Í@� ù
 Ò

�J 	�K
 B
�
x0

�	à

B λ > 0 @ �	X @� λ = d(x0, G)

f(x) = d(A+ x,G) = inf
y∈G
||y − (A+ x)|| ≥ inf

y∈G
||y − x|| − ||A||

�	àA�
	̄ inf

y∈G
||y − x|| = ||x|| inf

y∈G
|| y
||x||

− x

||x||
|| = ||x|| inf

y′= y
||x||∈G

||y′ − x

||x||
|| ≥ ||x||λ

�	à

@ A �Üß. ð

lim
||x||→∞

f(x) =∞ @ �	X @� f(x) ≥ ||x||a− ||A||

�@�Q��ÖÏ @ ú
�
Î« ||x|| > r ⇒ f(x) ≥ ||A|| �IJ
m�'. r > 0 Yg. ñK
 é 	KA�

	̄ lim
||x||→∞

f(x) =∞
�	à

@ A �Üß. (3

@ �	X @� F 3 a′ Y	J« ø �Q 	ª ��Ë@ A�î �DÒJ
�̄ É��� f
�éÊ���JÖÏ @ �éË @

��YË@ {x ∈ F, ||x|| ≤ r}
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�	àA�
	̄ ||x|| > r ⇒ f(x) ≥ ||A||

�	à

@ A �Üß. f(a′) = d(A+ a′, G) ≤ f(0) = d(A,G) ≤ d(A, 0) = ||A||

@ �	X @� b = PG(a) ð a = A+ a′ 	áºJ
Ë f(a′) = inf
x∈F

d(A+ x,G)

b = PG(a)
�	à

@ �é 	¢kC

�
ÖÏ @ ©Ó ∀x ∈ F,∀y ∈ G, ||x+A− y|| ≤ d(A+ x,G) ≤ d(a,G) = ||a− b||

��Ê 	ªÓ G �	à

B 	K
Qª

��JË @ 	á�k
�	à

@ A �Üß. (a− b)⊥G

�	àA�
	̄

b = PG(a)
�	à

@ A �Üß. (4

@ �	X @� PF (b−A) = a−A
�	àA�
	̄ ||a− b|| = ||a−A− (b−A)|| = d(A+ F, b) = inf

x∈F
||(b−A)− x||

i. �J
	�J
 	̄ a− b = (PF (b−A)− (b−A))⊥F

∀x ∈ F,∀y ∈ G,< a− b, x+ y >=< a− b, x > + < a− b, y >= 0

F +G 	áÓ Qå�	J«
�
É¿ ©Ó YÓA �ª�JÓ 	àñºK
 b− a @ �	X @�

Yg. ñK
 ��J.� A ��ÜØ� . F ′⋂G = 0 ð ú
æî
�D 	JÓ YªK. ð 	X F ′

�	àA�
	̄
F ′ ⊕ F

⋂
G = F 	áºJ
Ë F ú


	̄ (5

∀x ∈ F ′,∀y ∈ G,∀z ∈ F
⋂
G é�	K


@ i. �J

	�K
 ||a− b|| = d(A+ F ′, G) �IJ
m�'. b ∈ G ð a ∈ A+ F ′

@ �	X @� ||A+ x+ z − y|| = ||A+ x− (y − z)|| ≥ d(A+ F ′, G) = ||a− b|| @ �	X @� G 3 (y − z)
�	àA�
	̄

||a− b|| = d(A+ F,G)
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