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 دسالفصل السا
 
 
 
 التراص 
Compactness 

 

 
 مقدمة

 فيية توبولوجية لها دوراً فعالاً وبارزاً ليس يهذا الفصل خاص ندرس في 

التحكليل أيضاً وغيره من فروع الرياضيات  فيالفضاءات التوبولوجية فحكسب بل 

وضيي   فيييه وأول فاييرس سيياهمت لخاصييية هييص خاصييية التييراص المختلفييةه هييذه ا

بوريييل   – ةهييص نيرييية هاينييو فييتا المجييال لدراسييت   التييراص تعريييم مفهييو  

(Heine –Borel Theorem)  تحكليل الحكقيقص والتص تقرر الآتص ال فيالمعروفة: 

مييين خيييا ا عيييداد  -مغلقييية ومحكيييدودس  -مجموعييية جز يييية  Xإذا اانيييت  

والتيييص  R  يفيييالحكقيقيييية فيييعن أة عا لييية مييين المجموعيييات الجز يييية المفتوحكييية  

بحكيييأ أن اتحكيياد  Xفثميية عا ليية جز ييية منتهييية ميين  Xاتحكاداتهييا تحكتييوة علييص  

 أيضاهً  Xعناصرها يحكتوة علص 

دالية  بورييل هيذه لهيا نتيا ي اثييرس منهيا : أني  إذا اانيت ال –ونيرية هاين  

f لداليةصيل افحكين ذ ت ]1,0[علص الفترس المغلقة   متصلةf  عيميص قيمتهيا ال إليص

],[صغرة علص الفترس المغلقةإلص قيمتها الو baه 

],[الفترس المغلقة    ba اصة متص اانت محكدودس أيضاهً هيذا تسمص فترس متر

التعرييييم الخييياص بتيييراص الفتيييرات المغلقييية هيييل يماييين تعميمييي  إليييص جميييي  
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؟ه قبل الإجابة عن هذا السؤال يجب أن نعل  أني   المتريالفضاء  فيالمجموعات 

متراصية يجيب أن  – المتيريمين الفضياء  -  Aلاص تايون المجموعية الجز يية  

سب للاستخدا  مي  الفضياءات التعريم غير منا تاون مغلقة ومحكدودسه ولان هذا

وذلك لصيعوبة اسيتخدا  مفهيو  من الفضاءات المترية ا اثر تعميماً  توبولوجيةال

 المجموعات المحكدودسه

توجد اريقتان إحكداهما  المتريالفضاء  فيلتعريم المجموعة المتراصة  

دا  مفهو  وا خرة باستخ (Cluster points)باستخدا  مفهو  نقاا التجم   

ه الاريقتان متااف تان ولان توجد ثمة (Open covers)الغااءات المفتوحكة  

فروق بينهما ، فا ولص تمتاز بسهولة الاستيعاب وسهولة التابيق ولانها لا 

ه أما التعريم الثانص المتريتسما بتعميمها علص فضاءات أخرة سوة الفضاء 

فضلاً عن أن  يمتاز  المترياء حكالة الفض فيم  التعريم ا ول  أفهو يتااف

 هالمتريبعماانية تعميم  علص فضاءات أخرة أاثر تعميماً من الفضاء 

 

 Open covers  الغااءات المفتوحكة (1.2)

 (1.2تعريم ) 

),(مجموعييية جز يييية مييين الفضييياء التوبوليييوجي  A بفيييرن أن  X الغاييياء ه

}{هييو التجميي   A عييةالمفتييول للمجمو
i

GO   المفتوحكيية ميين المجموعييات
i

G 

  هأي أن Aوالتي اتحكادهيا يحكيوي المجموعية 
ii

GA  مين  الغاياء الجز ييه

}{الغااء المفتول  iGO  الجز يي  لتجمي ا هيو},...,,{
21 niii

GGG مين O  بحكييأ

},...{ أن
21 niii

GGGA ه  

 (  1.2مثال )

 وبفرن أن  العا لة ،A]5,0[ بفرن أن
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},...,:)1,1{(  nnnO للمجموعة غااء A  ه الغااء

هو أصغر غااء جز ي من  )}1,1,(2,0,()3,1,()4,2,()5,3,()6,4{(الجز ي

O يحكوي المجموعة A. 

   (1.1تعريم )  
),( بفيييييييرن أن  X يقيييييييال أن المجموعييييييية جز يييييييية   فضييييييياء توبوليييييييوجيه

XAيياً متراصة إذا اان ال غااء مفتول لهذه المجموعية يحكيوي غاياءً جز 

 منتهياهً 
 (  1.1مثال )

RA المجموعة   :العا لة   ن  بعختيار،  ليست متراصة)1,0(

}:)
1

,
2

1
{( Nn

nn
G 


 

  الغااء الجز ي للمجموعة إماانية وجود  لحكسابه  A للمجموعة مفتول غااءا

A الغااء و ليان من عناصر  نستبعد علص ا قل عنصر
1 1

( , )
4 2

نجد أن ، 

  عا لة الجز يةال
1 1 1 1 1

{( ,1),( , ),( , ),...}
3 5 3 6 4

  لا تاون غااء جز ي

A و ذلك لعد  وجود غااء للعنصر A للمجموعة
3

حكيأ  أن  1

...)
3

1
,

5

1
()1,

3

1
(

3

1
  

 يبقص عنصر بدون غااء ه  س نحكاول استبعاد أي فترس سومو هاذا في ال مر 
 (  1.2مثال )

RA المجموعة    ن  بعختيار العا لة :،  ليست متراصة]1,(
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),..}4,2(),3,1(),2,0{(G 

ولان هذا الغااء لا يحكتوي  يتاون من فترات مفتوحكةه A غااء للمجموعةا

ز ي من  و يمان ملاحكية ذلك  باستبعاد أي فترس من عناصر علص أي غااء ج

G  {...,(4,6),(2,4),(0,2)} أن العا لة نجد(1,3)فمثلاً لو استبعدنا   لا

]1,( تاون غااء جز ي للمجموعة A و ذلك لاون العنصر A2  بدون

 .A حكتوي علص أي غااء جز ي منت  للمجموعةيلا  G غااء وهذا يعني أن

 (  1.2مثال )

RA المجموعة  ن  بعختيار العا لة :،  ليست متراصة  

}:)2,{( ZnnnG  

RAغااء لمجموعة ا عداد الحكقيقية ا  و لانها لا تحكتوي علص أي غااء 

 Gجز ي منت ، حكيأ أن أي محكاولة لاستبعاد ولو عنصر واحكد من عناصر  
RAسوم يتسبب في عد  وجود غااء لعنصر من   ،  فعلص سبيل المثال لو ت

 لا يوجد ل  غااءه 3فعن العدد (2,4) استبعاد الفترس

  )نيرية اانتور للفترات المتداخلة( (1.2) نيرية
]},[:2,1...,{إذا اانت   nba nn  متتابعة من الفتيرات المغلقية و المتداخلية ، فيعن



 ],[1 nnn ba تقياا  هيذه فتيرات يتقيارب للصيفر فيعن اول هيذه اله و إذا اان

 الفترات يتاون علص وجة الدقة من نقاة واحكدسه

 البرهان

],[],[بما أن  11 nnnn baba   لال عدد صحكيا موجبnواليات ، فعن المت

}{ naو}{ nb  لنقاا الحكدود اليمنص و اليسرة للفترس],[ nn ba :لهما الخواص التالية 
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......)1( 21  naaa  

......)2( 21  nbbb  

 ال نقاة حكدية من جهة اليسار هص أقل من ال نقاة حكدية من جهة اليمينه)3(

هي أابر  dها أصغر حكد علوي لنقاا الحكدود من جهة اليسار و  cنفرن أن 

مضمون من خلال  ,dcحكد سفلي لنقاا الحكدود من جهة اليمينه وجود النقاتين 

 خاصية الحكدود العليا و الصغرةه

( نجد أن 2من الشرا )
n

bc   لالn  و من ث  ياونdc  ه بما أن 

nn
bdca   فعن],[],[ nn badc   لالn ه لذا فعن],[

1 nnn
ba


  

],[تحكوي الفترس المغلقة  dc و من ث  لا تاون خاليةه 

],[أخيراً إذا اانت المتتابعة 
nn

ba تتقارب إلص الصفر فعن  يجب أن تاون 

dc   و النقاةc دس للتقاا هيالنقاة الوحك■ 

 (  1.1) نيرية

 متراصة ]1,0[ الفترس المغلقة

 البرهان

لا يمان تغايتها  ]1,0[أفترن أن الفترس .]1,0[غااء مفتول للفترس  O نفرن أن

[الفتيرتين  إحكيدةفيعن ، Oبعدد منت  من عناصر الغااء 
2

1
,1[أو  ]0,

2

1
لا يماين  ]

],[ه نفتييرن أن  Oتغايتهييا بعييدد منتيي  ميين عناصيير الغايياء المفتييول  11 ba  هييو

 هOل  يغاص بعدد منت  من عناصر الغااء المفتول النصم الذي

],[ س الفارس علص الفترسبتابيق نف 11 ba الفترتين  فياون لدينا واحكدس من 

],
2

[ 1
11 b

ba 
[و  

2
,[ 11

1

ba
a


 الغااء يمان تغايتها بعدد منت  من عناصر لا 
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],[ه نفترن أن فتولالم 22 ba  هو أحكد النصفين],
2

[ 1
11 b

ba 
[و  

2
,[ 11

1

ba
a


اليذي  

لنحكصيل ه بتارار هذه العمليية  Oل  يغاص بعدد منت  من عناصر الغااء المفتول

]},[:2,1...,{علص متوالية من الفترات  المغلقة المتداخلة   nba nn و التيي تتمييز

ه باسييتخدا  Oبييأن اي منهييا لا يغاييص بعييدد منتيي  ميين عناصيير الغايياء المفتييول 

الاستقراء الرياضي نستاي  الحكصول علص ان 
nnn

ab
2

1
 ه لذا نستاي  القول

],[بأن أول اول الفترات  nn ba هتتقارب من الصفر 

ستخدا  نيرية الفترات المتداخلة لاانتور  نجد أن  توجيد نقاية  فيي تقياا  ايل با

],[هذه الفترات المتداخلةو لتان  nn bap  لايلn 1,0[ه بميا أن[p فعني  توجيد ،

OOفتييييرس مفتوحكيييية  1 1بحكيييييأ أنOp 0ه أي أن يوجييييد  بحكيييييأ ياييييون

1),( Opp  نفترن أن  هN  عدد صحكيا موجب بحكيأ أن
N2

1
ه بما 

],[ أن NN bap 1، فيعن),(],[ Oppbap nn    و هيذا معنيياه أني  يمايين

],[تغاييية   NN ba  بعنصيير ميين عناصيير الغايياء المفتييولO   و هييذا يتعييارن ميي

],[الفيرن بييأن  الفتييرس  NN ba  لا يماين تغايتهييا بغايياء جز يي منتيي  ميين الغايياء

و أن  ]1,0[ه هذا التعارن يبيين أني  يوجيد غاياء جز يي منتي  للفتيرس Oالمفتول 

 ■هذه الفترس متراصةه

 (1.2نيرية )

:),(),(لتان  YXf   يمن الفضاء التوبولوج متصلة دالة ),( X  إلص 

),( يلفضاء التوبولوجا Y .فعذا اانت XA يمجموعة متراصة فXفعن  

)(Af في  أيضا متراصة تاونY ه 
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 البرهان 

}:{  وأن X فييييمجموعييية متراصييية A نفيييرن  أن IiG
i

  غاييياء مفتيييول

)(}{أي أن ، Af)(للمجموعة 
ii

GAf  بما أن  

)()())(( 111

iiii
GfGfAffA    

}){( و علص ذلك فعن 1

i
Gf غااء مفتول للمجموعة A  و متصلة  ن الدالة 

}:{ IiG
i

 1)(  مجموعات مفتوحكة فمن ث  فعن

i
Gf   تاون مجموعات

}){( الغااء  مجموعة متراصة فعن A بما أن. iلال مفتوحكة 1

i
Gf  يحكتوي

  :وليان  منت غااء جز ص  علص 

)}(),...,(),({ 111

21 miii
GfGfGf  

  بحكيأ أن
)(...)()( 111

21 miii
GfGfGfA    

 وعلي  فعن : 

mm iiiiii
GGGGfGfGffAf   ...)](...)()([)(

2121

111

 ■ مجموعة متراصةهتاون   Af)( فعن ومن ث 

 (  1.2) مثال

],[الفترس المغلقة ، فعن م  التوبولوجي المعتادRفي المستوي   (2) ba  

 تحكت تأثير  ]1,0[صورس متصلة للفترس المتراصة  عتبارهابا ذلك متراصة و

  الدالة 

],[]1,0[: baf  

axabxfبالصورس  لمعرفةا  Rbaلال  )()( ,  0حكيأ أنaه 
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RRXفي المستوي   (1) فعن دا رس الوحكدس معتادال م  التوبولوجي ، 

}1:),{( 22  yxXyxC 

]2,0[تعتبر مجموعة متراصة لاونها صورس مستمرس للمجموعة المتراصة   

)sin,(cos)(المعرفة بالصورس تحكت تأثير الدالة  tttf ه 

 

هل المجموعة الجز ية من الفضاء المتراص تاون أيضيا مجموعية الآن   

فنلاحكي أن الفتيرس  مثلة السابقةمتراصة ؟ه للإجابة علص هذا السؤال نرج  إلص ا 

 –تايون متراصية )نيريية هياين  R  مين خيا ا عيداد ]1,0[  والمغلقة المحكدودس

ليست متراصة م  اونها مجموعة   )1,0(   حكين أن الفترس المفتوحكة فيبوريل(ه 

لهييذا فعنيي  ليييس ميين الضييرورة أن تاييون . ]1,0[  جز ييية ميين الفتييرس المتراصيية

المتراص هص مجموعة متراصةه أما شرا تحكقيق  من الفضاءالمجموعة الجز ية 

  تراص المجموعة الجز ية من الفضاء المتراص يبدو من خلال النيرية التالية :
 (1.2نيرية )

  متراصةه اً هي أيضمتراص الفضاء ال منمغلقة الجز ية المجموعة ال
 البرهان 

),( الفضاء المتيراص مجموعة جز ية مغلقة من A نفرن أن X بفيرن أنو  

}{
i

G  ًمفتوحكييياً للمجموعييية المغلقييية غاييياء A .أن يأ
i

i
GA .عند يييذ يايييون 

c

i
i

AGX  c  مجموعة مفتوحكة فعن cA  وبما أن، }{

i
AG }{  هو غااء 

),( بما أن الفضاء. Xللمجموعة مفتول X  متراص فعن  يوجد غااء جز ص 

 وليان:منت  
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},,...,,{
21

c

iii
AGGG

m
 

 بحكيأ أن : 

c

iii
AGGGX

m
 ...

21
 

cAAX  بما أن : فعن 
c

iii

c AGGGAAX
m
 ...

21
 

 ومن ث  فعن : 

miii
GGGA  ...

21
 

}{  وذليييك معنييياه أن أة غاييياء مفتيييول
i

G  للمجموعيييةA  يحكتيييوة عليييص

},,...,{ منت  يغااء جز 
21 miii

GGG وذلك هو إثبات أن A مجموعة متراصةه 

 

عة الجز ية المغلقة من الفضاء المتراص تاون بعد أن عرفنا أن المجمو

 دا ماً متراصة، ولان رب سا ل قد يسأل هل ال مجموعة جز ية متراصة هي 

، أو بمعنص آخر هل عاس النيرية السابقة صحكيا  ؟بالضرورس مجموعة مغلقة

 دا ماهً المثال التالي يبن أن ذلك ليس بالضرورس أن ياون صحكيحكاً دا ماهً

 (1.1مثال )

},,},{},,{},,{{ رن أنبف cbacbaX  علص المجموعة الغير  توبولوجي

},,,{خالية dcbaX  .بفرن أنXbaA   A واضا أن المجموعة .},{

}},{},,{},,{{لعا لةا ولانليست مغلقة  cbacba مفتول للمجموعة تاون غااء 

A من ث  باستبعاد أي عنصر من عناصر الغااء المفتول نحكصل علص ، و

 .متراصة و لانها ليست مغلقة A المجموعة إذاً غااء جز ي منت  ه
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   (Finite Intersection Property) خاصية التقاا  المنت ) (2ه1تعريم )

}{ المجموعاتعـا لة  إن يقال  
i

G   إذا اان تقاا    تحكقق خاصة التقاا  المنت

},,...,{  عا لة جز ية منتهية أي
21 miii

AAA أة أن : خالية، هو مجموعة غير 


miii

AAA ...
21

 ه

 (  1.2مثال )

  لةالعا      ,...,0,,0,1,0 3

1

2

تقاا   ن  التقاا  المنت  وذلك تحكقق خاصية  1

 أي عا لة جز ية منتهية        
m

1

3

1

2

1  هو مجموعة غير خالية  0,1,0,,0,,...,0,
  ن

           bm ,0,0...,0,01,0 1

3

1

2

1 

 حكيأ أن 
mb 1

3

1

2

1 ,...,,,1min. 

 (  1.2مثال )

]},2[:{ العا لة Znnn   ليس لها خاصية التقاا  المنت ، فعلص سبيل 

المثال ]7,5[]4,2[. 

ين مفهييو  وبيي  اصيية التقيياا  المنتييقيية بييين مفهييو  خالعلاعيين  الآن نسييأل أنفسيينا

 النيرية التالية :   فيتها غه هذه العلاقة يمان صياالتراص 

 ( 2ه1نيرية )

),( يالفضاء التوبولوج X لال عا لة  متراصاً إذا وفقا إذا اان ياون 

Iii
F


من المجموعات المغلقة لها خاصية التقاا  المنت  فعن }{


i

Ii
Fه  

 البرهان 

),(  نفرن أن X فضاء متراص وأن  
Iii

F


  عا لة من المجموعات المغلقة }{
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 خاصية التقاا  المنت  و المالوب إثبات أن لها التي


i
Ii
F  . جدلاً  نفترن  

أن 


i
Ii
F ،مورجانياستخدا   قانون دفب  De  Morgan نحكصل علص أن 

 XFXF
c

i
Ii

cc

i
Ii




)( 

  العا لة و بذلك تاون  
Ii

c

i
F


),(  مفتوحكاً للفضاء المتراص غااءً   }{ X 

},,...,{  منت جز ي غااء  فعن  يوجد علي و
21

c

i

c

i

c

i m
FFF : بحكيأ أن 

}...{
21

c

i

c

i

c

i m
FFFX   

 وأيضا باستخدا  قانون دة مورجان فعن :

mm iii

cc

i

c

i

c

i

c FFFFFFX  ...)...(
2121

 

  وعلي  فعن
Iii

F


و هيذا يتنياقن مي  الفيرن   تحكقق خاصة التقياا  المنتي  لا }{

 إذاً . خاصية التقاا  المنت   بأن العا لة تحكقق


i
Ii
Fه 

),(الفضاء  لاثبات الاتجاه المعااس نفرن أن X إذاً يوجد  غير متراص 

غااء مفتول 
Iii

G


 و هذا الغااء لا يحكوي  Xجموعات المفتوحكة في ممن ال }{

فعن عا لة المجموعات المغلقة  منتهياه غااءً 
Ii

c

i
G


 لها خاصية التقاا  المنت   }{

يقتضي أن  و هذا


c

i
Ii
G وهذا يعني أن عا لة المجموعات المغلقة  

Ii

c

ii
GF


  ■تحكقق خاصية التقاا  المنت ه لا }{

 )نيرية القيمة العيمص و الصغرة(( 1.1نيرية )

RXf بفرن : من الفضاء المتراص دالة متصلة ),( Xجموعة م إلص 

Xdc فعن  يوجد، Rالاعداد الحكقيقية  , بحكيأ أن )()()( dfxfcf   

 ه Xxلال 
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 البرهان 

),(بما أن  X فضاء متراص وأن  RXf : دالة متصلة فعن AXf )( 
  Aاثبات أن فهي مغلقةه سوم نحكاول و من ث   Rفي  مجموعة  متراصة

 و من ث  نحكصل علص أن  mو العنصر أصغر  Mتحكوي  العنصر  ابر 

)(cfm   و)(dfM   ي نقاتين Xdc , ه 

 لا تحكوي  عنصر أابر، فعن العا لة Aاولاً إذا اانت 

}:),{( Aaa  

 ، و من ث  يوجد غااء منت   Aتشال غااء مفتول للمجموعة المتراصة 

)}.,(),,...,(),{(و ليان  Aللمجموعة
21 n

aaa  فعذا اان ه
i

a  هو 

أابر عنصر في العناصر  
n

aaa ,...,,
21

),(، فعن 
1

i

n

i
i

ana 


 تناقن و هذا  

).(),(...),( ن  
21 n

aaaA ه 

 هMتحكوي أابر عناصرها و هو  Aإذاً 

 ■هmتحكوي أصغر عناصرها و ليان  Aبالمثل يمان اثبات أن 

 

  و مسلمات ا نفصالالتراص  (1.1)

 Compactness and Separation Axioms 

فيميا يليي سييوم نقيو  بدراسيية العلاقية بيين مفهييومي التيراص و مسييلمات 

اصيية ايون الفضياء هاوسيدورم عليص المجموعيات و سنعرم دور خ الانفصال

 والفضاءات المتراصة ه

 ( 2ه1نيرية )

),( الفضاء التوبولوجص فيمجموعة  متراصة  A لتان X .فعذا اان  
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),(الفضاء X 2 هو فضاءT  فعن:  
  HGHAGxHGAxXx ,,:,,,. 

 البرهان 

 Ay ي عنصر آخر .Axو أن متراصةمجموعـة  XA نفرن أن

yx فعن بموجب أن الفضاء و ),( X 2هو فضاءT   ، فعن  توجد

yy تان مفتوحكتانمجموع HG yyyy بحكيأ ياون , HGHyGx  ,, . 

}:{  فيييعن العا ليييةAy  بميييا أن AyH
y

  ًمفتوحكييياً للمجموعييية  تؤليييم غاييياء

  ولييييان A منتييي  للمجموعييية جز يييي ومييين ثييي  فعنييي  يوجيييد غاييياء Aالمتراصييية
},...,,{

21 myyy
HHH ياون حكيأب  HHHHA

myyy
 ...

21
 

 

 

 

 

 

 

 

 (1.6شكل )

GGGGG  نفرن أن
myyy
 ...

21
 مجموعة  G فعن المجموعة 

 H  مفتوحكة  نها تقاا  عدد منت  من مجموعات مفتوحكة واذلك المجموعة
 : مجموعة مفتوحكة  نها اتحكاد لعدد منت  من مجموعات مفتوحكة أيضا وعلي  فعن 

3

2

1

y

y

y

G

x

G

G

 

3

2

1

y

y

y

H

H

H

 

3

2

1

y

y

y






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)...(
21 myyy

HHHGHG  

)(...)()(
21 myyy

HGHGHG  

■. 
 (  1.2) تيجةن

2T الفضاء فيمتراصة  جز يةال مجموعة    مجموعة مغلقةه هي 

 البرهان 

),( دورفيالهاوسييييي مجموعيييييـة جز ييييييـة مييييين الفضييييياء  A ليييييتان Xوليييييتان 

Xpنقايية بحكيييأ أن  Ap .بمييا أن ),( X 2هييو فضيياءT    بنيياءً فعنيي ،

  بحكيأ ياون ,HG مفتوحكتان  تان توجد مجموعفعن  ،  علص النيرية السابقة
 HGHAGp ,,. 

cAGpوهييذا يقتضييي أن   لاييلApو هييذا يعنييي أن p  نقايية داخلييية

جييوار لايل نقايية ميين cA نقايية اختيارييية، فيعن p بمييا أن النقاية cA للمجموعية

 ■نقااها و من ث  فهي مجموعة مفتوحكةه

 

قيد توجيد مجموعية  فعني ، 2T المثال التالي يوضا أن  إذا ل  ياين الفضياء

 مغلقةه غيرلانها و متراصة 

 (1.2مثال )

},,},{},,{},,{{ بفرن أن cbacbaX   علص المجموعة توبولوجي   

},,,{ dcbaX .نلاحكي أن الفضاء ),( X 2 ليسTتأاد من ذلك(ه( 

},{ المجموعة باختيار baA   حكيأ ولان نلاحكي أنها متراصة مغلقة  ليست ، 

 (ه؟)تأاد من ذلكااءً جز ياً منتهياً أن ال غااء مفتول لها يحكوي غ
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 (2ه1نيرية )

XBA  بفرن أن ,الفضاء  و غير متقااعتين في  ن امتراصت  نامجموعت 

),( دورفيسهاوال X، و غير متقااعتينتوجد مجموعتان مفتوحكتان  ن  فع 

XHG , بحكيأ أن  HBGA   ه,

 البرهان : 

),(مجموعتان متراصتان في الفضاء الهاوسدورفي ,BAنفرن أن   Xحكيأب 

المجموعييييية بميييييا أن . Baنجيييييد أن  Aaلايييييل نقاييييية . BA  أن

Bالفضاءتراصة وأن م),( X ( 1.2نيريية )فعني  مين ، اوسيدورمه هو فضاء

  مفتوحكتان د مجموعتان توج
aa

HG  بحكيأ أن : ,


aaaa

HGHBGa ,, 

},{وهذا يؤدة إلص أن AaG
a

 غااء مفتول للمجموعة المتراصة Aلي  و ع

  و ليان A غااء جز ي منت  للمجموعة فعن  يوجد
},...,,{

21 maaa
GGG 

 حكيأ أن 

}...{
21 maaa

GGGA  

 نفرن أن

}...{
21 maaa

HHHH  , }...{
21 maaa

GGGG   

 مجموعة مفتوحكة لاونها اتحكاد مجموعات  G أن ،GA ،HB يتضا  أن

 مجموعة مفتوحكة لاونها تقاا  عدد منت  من المجموعات  H اما أن ،مفتوحكة

   بحكيأ أن Hو G توجد المجموعتان المفتوحكتانإذاً  المفتوحكةه
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HBGA   ه,

HGGGHG
maaa
 )...(

21
 

)(...)()(
21

HGHGHG
maaa
 

.  ... 

 ■وهذا هو المالوب إثبات ه

 (1ه1) نتيجة

 هيعاد فضاء هوهاوسدورم وال فضاء توبولوجص متراص 

 البرهان :

),( نفيييرن أن Xفضييياء متيييراص و 
2

T  ،بيييات أن والماليييوب أث),( X  هيييو

  عاديهلاثبيييات ذليييك نفيييرن ان فضييياء
1

F و
2

F  و غيييير ن ان مغلقتيييامجموعتييي

),(أن وجبه بممتقااعتين X فعن ال من،  فضاء متراص  
1

F و
2

F وعية مجم

  بمييا أن(. (6,4) ميين نيرييية) متراصيية
21

FF الفضيياء وجييب اييون وبم  

),( X فضيياء-
2

T   توجييد مجموعتييان مفتوحكتييان – ((6,8) ميين نيرييية) –فعنيي 

GH بحكيأ أن  , HGHFGF ,,
21

),(  وهذا هو إثبيات أن  X 

 ■.هو فضاء عادي

 ( 2ه1نيرية )

:),(),( الدالة المتصلة  YXf    من الفضاء المتراص),( X  
),(  يدورفسإلص الفضاء الهاو Yهمغلقة هي 

 البرهان 

:),(),(نفرن أن  YXf  من الفضاء المتراص متصلة ),( X  إلص 

),(  يالفضاء الهاوذدورف Y. نفرن أن XF  مجموعة مغلقة ، عند ذ  
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 نيرييييةو بموجيييب  ،) (1.2) نيرييييةانيييير  )تايييون هيييذه المجموعييية متراصييية 
هييييي  Fمتراصيييية للمجموعيييية ال Ff)( متصييييلةالصييييورس ال  أن نجييييد ((1.2))

),(بمييا أن . Yمجموعيية متراصيية فييي Y 2- هييو فضيياءT و)(Ff  مجموعيية

 الدالييييييية إذاً  (.(1.2) تيجيييييييةمجموعييييييية مغلقييييييية )ن Ff)( متراصييييييية ، فيييييييعن

),(),(:  YXf   همغلقة■ 

 (1.2) نتيجة

:),(),( دالة التقابل المتصلة  YXf   من الفضاء المتراص),( X  
),(  يدورفسإلص الفضاء الهاو Y  هتوبولوجيةهي دالة 

 تمرين محكلول

),(بفييرن أن  X وأن فضيياء تييا  الانتيييا  BA, مجموعتييان مغلقتييان و غييير

مجموعيية متراصيية فعنيي  توجييد داليية متصييلة Aمتقييااعتين ه بييين أنيي  إذا اانييت 

]1,0[: Xf  0{بحكيأ ياون{)( Af1{و{)( Bfه 

 الحكل

),(بما أن  X فضاء تا  الانتيا  وB  مجموعية مغلقية فييX ،  لايل نقاية فعني

a فيA ،حكيأ أن Ba  ، 1,0[يمان ايجاد دالة  متصيلة[: Xg
a

بحكييأ أن 

}1{)( Bg
a

)(}0{و  ag
a

نجيييييييييد أن  Baبحكييييييييييأ أن Aaه إذاً لايييييييييل 

)),0([
2

11
a

ga 1})1({و
a

gBمن ث  نجد أن و 

)),0([
2

11




a
Aa
gA 1})1({و




a
Aa
gB 

])0,((اصة ومجموعة متر Aبما أن 
2

11




a
Aa
gA،  فعن الغااء المفتول 

))},0([{
2

11

a
g ليانيحكوي غااءً منتهياً و 
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 )),0([)),...,,0([)),,0([
2

11

2

11

2

11

21



maaa
ggg 

ه أي أن Aللمجموعة المتراصة 

)),0([...)),0([)),0([
2

11

2

11

2

11

21

 
maaa

gggA  و من ث  ياون

})1({1

1






ia

m

i
gBصل علص أن ه لذا نحك 

),0[)(
2

1Ag
ia

)(),1[و 
2

1Bg
ia

 ه

نفرن أن 
ia

gh inf 1، فنجد أن)( Bh  و
2
1)( Ah 

:]1,0[بتعريم الدالة  Xf  بالصيغة 

}0,)(max{2)(
2
1 xhxfه 

)(0تحكقق و هذه الدالة متصلة Af  1و)( Bfه 

 

 بعد أن عرفنا العلاقة بين مفهومي التراص ومسلمات الانفصال، فيماننا  

 تلخيص العلاقة بين التراص و مسلمات الانفصال في المخاا التالي:

 

  الفضاءات العادية  

هاوسدورم فضاءات   
 المتراصة

 

 

 

 (1.2شكل )
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 Locally Compact Spaces  الفضاءات المتراصة موضعياً  (1.6)

 (1.2)تعريم 

),( يقال أن الفضاء التوبولوجي X متراص موضعياً إذا وجد جوار متراص

 .Xxلال نقاة

 (1.20مثال )

) الفضاء المعتاد , )R uمتراص موضعياً حكيأ يوجد لال aR 0 و لال 

a] المحكدودوالجوار المغلق  ,a ]    ، وهذا الجوار متراص بناءً علص

متراص موضعياً علص الرغ  اون  غير  R علص ذلك فعنونيرية هين بورل 

 (ه2.1مثال انير  متراص)

 (1.22مثال )

),( الفضاء المنفصل  DX متراص محكلياً  ن لال Xpتاون }{p جوار

 متراصة لاونها )منتهية( p}{  ن المجموعة p متراص للنقاة

 (1.20نيرية )

 صة موضعياهًأي مجموعة مغلقة من فضاء متراص موضعيا تاون مترا

 البرهان

),(من فضاء متراص موضعياً مجموعة مغلقة Aإذا اانت  X .نفرن أن  

Aa نقاة اختياريةه بما أنXa  و الفضاء),( X  متراص موضعياً، فعن

ليان ويوجد جوار متراص  Aaلال
a

K ه نفرن أنAKC
aa
 ه الآن

a
C في مجموعة مغلقة

a
K إذاً ه 

a
C  من متراصة  مجموعةA ه بما أن 

a

o

a
CAKa  فعن

a
C  هي جوار متراص للنقاةa  فيA و هذا يعني أن 
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 ■.موضعياً متراصة  Aالمجموعة 

 (1.22نيرية )

),(إذا اان  X  ًو فضاء متراصاً موضعيا ),(),(:  YXf   متصلة دالة

 موضعياه  ةمتراص Xf)( ، فعن المجموعة و مفتوحكة

 البرهان

yxfبحكيأ ياون Xx نختار، Xfy)(نفرن أن  )( .بما أن الفضاء 

),( X ر متراصمتراص موضعياً ، فعن  يوجد جوا 
x

N لال Xx.بما أن 

),(),(:  YXf   دالة  متصلة ، و بما أن
x

N  مجموعة متراصة ، فعن

)(
x

Nf مجموعة متراصة في)(Xf. بما أن o

x
Nوعة مفتوحكة ، و الدالةمجم 

),(),(:  YXf   ، إذاً مفتوحكة )( o

x
Nfتحكتوي علص  مفتوحكة مجموعة y 

o  ن

x
Nx،و علي  فعن 

)()(
x

o

x
NfNfy  

)( لها جوار متراص و هو y أي أن
x

Nf و من ث  فعن )(Xf  متراص

 ■موضعياهً

 (2ه1) نتيجة

 .خاصية اون الفضاء متراصاً موضعياً هي خاصية توبولوجية

 (1.21نيرية )

 يوجد جوار  Xx ياون متراص موضعياً إذا و فقا اان لال 2T-الفضاء

مفتول 
x

N بحكيأ تاون xN مجموعة متراصةه 
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 البرهان

),( الفضاء نفرن أن أولاً:  X متراص موضعياً وأنXx  . ًيوجد  إذا

o  بوض. Hوليان x للنقاة جوار متراص

x
HN  و بعد ملاحكية

 ((1.2)نتيجة )2T-متراصة في فضاء مجموعة مغلقة  نها مجموعةHأن

 نحكصل علص الآتي:

HHHN o
x  

  xNإذاً ، ةمجموعة مغلقة و جز ية من مجموعة متراص xN و لما اانت
 مجموعة متراصةه

),( نفرن ان ثانياً: X 2-فضاءTوأن  لال Xx  يوجد جوار جوار مفتول   

x
N بحكيأ تاون xN مجموعة متراصة، فعن xN تعد جواراً متراصاً للنقاة 

x، علص ذلك فعنو (X, ) ًياون متراصاً موضعياه■ 

 (1.2) تمــار يــن

 و متراص موضعياً هو فضاء منتي ه2T-برهن أن أي فضاء (6)

 هتا  الانتيا و متراص موضعياً هو فضاء 2T-برهن أن أي فضاء (2)

),(بفيييييرن أن  (2) X أن وو متيييييراص موضيييييعياً هاوسيييييدورم  فضييييياء

AH مجموعييية متراصييية  A، بحكييييأ أن Xمجموعتيييان جز يتيييان مييين ,

XHAمجموعييية مفتوحكييية و Hو   ه بيييين أنييي  توجيييد دالييية متصيييلة

]1,0[: Xf  0{بحكيأ ياون{)( Af1{و{)( HXfه 
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  لتان (4)
n

AAA ,...,,
21

متراصية مين الجز يية المجموعيات عيدد منتي  مين ال 

),(  التوبولييييوجص الفضيييياء X.  فبييييرهن أن
n

AAA  ...
21

ياييييون 

 أيضا مجموعة متراصةه
 ههو فضاء عاديمنتي   ال وبرهن أن الفضاء المتراص  (2)

:),(),( لييتان (1)  YXf  و متصييلة داليية ),( X  فضيياء توبولييوجص

),( متييراص و Y2-فضيياءT فبييرهن أن الداليية  ),(),(:  YXf  

 دالة مغلقةه

 

   Baire Spaces      بيير اتفضاء (1.2)

نبيين  سيوم أخيراً سنخت  هذا الفصل بتعريم و دراسية فضياءات بييير، 

أن ال من الفضاءات المترية التامة وفضاءات هاوسدورم المتراصة هي أنواع 

 ه  من  فضاءات بيير

 (5ه6تعريم )

),(بفييرن أن  X ه يقييال أن الفضيياء فضيياء توبولييوجي),( X  يسييمص فضيياء

عا ليية  بيييير إذا اييان لاييل
n

A قابليية للعييد ميين المجموعييات الجز ييية المغلقيية فييي

X بحكيأ أنo

n
A ن ه فع)(





o

n
n

A )(
1

 ه

 (21ه6) مثال

 هي اتحكاد  Qلا تحكقق شروا فضاء بيير  ن  Qمجموعة الاعداد القياسية 

 }{oxمجموعة مغلقة و x}{لمجموعاتها الوحكيدس العنصر واذلك  قابل للعد

  هQxلال 
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 (6126) مثال

مجموعيية الاعييداد الصييحكيحكة الموجبيية 


Z  تحكقييق شييروا فضيياء بيييير  ن اييل

مجموعة جز ية في 


Z مفتوحكة و من ث  لا توجد محكموعة جز ية ليس لها نقاا 

 داخليةه 

 (6126) مثال

 فضاء بييره  فضاء متري تا ، هوال  

 (2ه6) تمهيدية  

),(رن أن بف X فضياء توبوليوجي وأن
n

A  عا لية قابلية للعيد مين المجموعيات

),(ه الفضاء Xالجز ية المفتوحكة و الاثيفة في  X ياون فضاء بييير إذا و فقيا

XAإذا اان 
n
 ه 

 البرهان

 يمان اسنبااة من ملاحكيتينالبرهان 

AXتاون مفتوحكة إذا وفقا إذا اان  XAالمجموعة  (2) مغلقةه 

(1)  OBXBXه■ 

 (26ه6) نيرية

 ال  فضاء توبولوجي  متراص وهاوسدورم، ياون فضاء بييره 

 البرهان

}{نفييرن أن 
n

Aميين المجموعييات المغلقيية فييي  عا ليية معييدودس),( X بحكيييأ أن

o

n
A ونحكييياول اثبيييات أن  Xفيييي  )(





o

n
n

A )(
1

ه لاثبيييات ذليييك Xفيييي  

نفترن أن 
0

G  مجموعة جز ية مفتوحكة فيX ه 
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oبما أن  

n
A مين xفعننا نستاي  أن نجد نقاية  )(

0
G  لا تنتميي إليص أي مين

المجموعات المغلقة 
n

Aه 

 بالنسبة للمجموعة ا ولص
1

A فعنها لا تحكوي المجموعة 
0

G ،لذا باختيار النقاة 

 
0

Gy بحكيأ أن 
1

Ay .بمان أن الفضاء ),( X متراص و(  2منتيT) 

 وأن 
1

A مغلقة فعنة توجد محكموعة مفتوحكة مجموعة 
1

G بحكيأ أن  

011
GGGy  و cAGGy

111
. 

  أي أن
01

GG   و
11

AG. 

بتارار عملية اختيار المجموعات المغلقة 
n

A، فعن  يمان اختيار مجموعة 

مفتوحكة  
1n

G ،من وباختيار نقاة
1n

G بحكيأ لا تق  في  المجموعة المغلقة
n

A . 

 فعن  توجد مجموعة مفتوحكة
n

G بحكيأ أن  

  
1


nn

GG  و
nn

AG. 
مما سبق ، نستنتي أن 

n
G . فعذا اانت

n
Gx  فعن 

0
Gx  ن 

01
GG  و لالnلنقاة اx لا تنتمي إلص

n
A  ن  

nn
AG .  برهان أن


n

G  يعتمد علص اون الفضاءXرم ه فعذا اان متراص و هاوسدوX 

 باعتبار المتوالية المتداخلة،  فضاء هاوسدورم ومتراص

 ...21 GG 

}{العا لة . X من المجموعات الغير خالية من nGية التقاا  المنت  تحكقق خاص

 ن الفضاء  متراص و من ث  ياون 
n

G. 
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 (6126) نيرية

 أي فضاء جز ي مفتول من فضاء بيير ياون فضاء بييره 

 البرهان

),(نفرن أن  X  وأن فضاء بيير),(
A

A  فضاء جز ي مفتول من الفضاء 

),( X.أن  نفييييرن}{
n

Bالمجموعييييات المغلقيييية فييييي ميييين  عا ليييية قابليييية للعييييد

),(
A

A  بحكييييأ أنo

n
B ),(فيييي  )(

A
A   ونحكييياول اثبيييات أن





o

n
n

B )(
1

 

),(فييي 
A

A  ه لاثبييات ذلييك نفتييرن أن
n

B  هييو انغييلاق
n

B  فييي),( X ، فييعن

nn
BAB  ه بمييا أن),( X هييو فضيياء بيييير فييعن o

nB ه فييعذا اانييت )(

G مجموعيية غييير خالييية بحكيييأ أنnBG  فييعن هييذا يقتضييي أن ،AG 

لتوبوليييوجي النسيييبي مجموعييية مفتوحكييية بالنسيييبة ل
A

  محكتيييواس فييييnB   و هيييذا

oيتعارن م  الفرن بأن 

n
B )( 

فعذا اان اتحكاد المجموعات 
n

B  يحكوي مجموعة غير خالية
A

W  فعن اتحكاد ، 

 ن  التي تنتمي أيضا للتوبولوجي Wيحكوي أيضا المجموعة  nBالمجموعات 

A  و لايينo
nB و هييذا يتعييارن ميي  الفييرن بييأن الفضيياء Xفييي  )(

),( X هو فضاء بييره■ 

 (1.1) تمارين

 بين أن ال فضاء هاوسدورم متراص موضعياً هو فضاء بييره  (2)

 ياون Xلها جوار هو فضاء بيير ، فعن Xxبين أن  إذا اانت ال نقاة   (1)

 فضاء بييره

 فضاء بيير ين أن مجموعة الاعداد القياسية ليستب  (2)



 مقدمة في التوبولوجي العا 

111 

 

 

  هي فضاء بييره بين أن ال مجموعة مفتوحكة من فضاء بيير (4)

 هبين أن ال فضاء متري تا  هو فضاء بيير  (2)

 متزاي ليس فضاءً عادياهًيبالاعتماد علص نيرية بيير أثبت أن فضاء ن  (1)

اتحكييياد لانهيييا ي قلبيييل للعيييد  لا يماييين أن تسييياوي Rاثبيييت أن أي فتيييرس فيييي   (2)

 لمجموعات مغلقة و غير متقااعة و غير خاليةه

QRاثبت أن   (2)  Rيمان اتابتي  اتقياا  قابيل للعيد لمجموعيات مفتوحكية مين \

 لا يمان اتابت  اتقاا  قابل للعد لمجموعات مفتوحكةهQوأن 

RRfلتان   (2) : 0دالة تحكقق)(lim
,




nxf
nNn

 Rxلال 

lim)(0اثبت أن  


xf
x
 ه

وقابلية للاشيتقاق مالانهايية مين الميرات  ]1,0[دالة متصلة عليص fلتان   (20)

بحكيييأ أن المشييتقة  Nkيوجييد  )1,0(فييي  xبحكيييأ أنيي  لاييل  )1,0(علييص 

)()(0النونية  xf nه اثبت أنf اثيرس حكدوده 

 


