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 سابعالفصل ال
 
 
 
 الترابط 
Connectedness 

 مقدمة

فاضل و التكاملل و مبلادا التحل لل ملع بان دراستنا لحساب التلقد تعاملنا إ

نظر للة الق مللة  ألا و هلل مللن النظر للام المتعلقللة بالللدوال المتصلللة  مهمللةنظر للة 

والتل  كانلم تلن   (Intermediate value theorem)الب ن لة أو الق ملة الوسل طة 

Rbaf أنللإ إ ا كانللم عللل  ],[: دالللة متصلللة وكللان r عللدد حق قلل   قللع بلل ن 

)(af  و)(bf، فإنللللإ  ونللللد عنصللللر ],[ bac بح لللل  أن rcf )(.    هلللل

],[لفتللر مللن  للوا  االنظر للة تعتمللد عللل   اصلل ة  ba  تسللم   اصلل ة التللرابط

],[  لها  نظر للفتر لاالت  من  و ba غ لر عل  إنهلا كملا للو كانلم  طعلة واحلد  

 .غ ر متقاطعت نلفترت ن مفتوحت ن  ةئ ابلة للتنز

 كما لو كان شكلاً هندس اً   إت  ل الفضاء التوبولون  المترابط   مكن 

غ ر  منموعام مفتوحةمن  ناً لا  مكن ت  لإ مكوو  ن  طعة واحد  فقطمكون م

 غ ر متقاطعة. ال ة و

الفضاءام عل  و واصإ  الترابط  م ص  لدراسة مفهومه ا الفصل 

 غ ر متلاصقةالولاً بدراسة مفهوم المنموعام سوف نبدأ أتوبولون ة . ال

(separated sets)  دراسة نتقل لتعر ف وبعد  لك نو المترابطة ثم المنموعام
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 ترابط و ك لك مفاه م أ رى من  و واصإ ون  المترابطلالفضاء التوبو

 . بط المساريالترابط الموضع  و الترامثل الفضاءام التوبولون ة 

 

 Separated sets   غ ر متلاصقةال  المنموعام (1.7)
وغ لر  المترابطلة ملا هلو المقصلود بالمنموعلة   بل أن نتعرض لتعر لف 

كما للو كانلم  ر طلة ىحلدى اللدول  A دعنا نت  ل المنموعة،  ترابطة الم

المحاطة بم ا  البحر من نم ع نوانبها. فك ف نفلر  بل ن حلال كلون  هل   الدوللة 

سللننظر  نز لرت ن أو أكثلر   مكونلة ملن نز لر  واحلد  أو أنهلا عبلار  علن اتحلاد

ة الثان لة أملا الحالل ، رابطةمنموعة متكحد  من نز ر  واالدولة المكونة  ل ر طة

  .غ ر مترابطةفتمثل منموعة 

 سنبدأ أولاً بتعر ف المنموعام الغ ر متلاصقة ، كما ف  التعر ف التال :

 (1.7)تعر ف 

BA المنموعتللان  ),(  فلل  الفضللاء المتللرى, X منمللوعت ن   قللال أنهمللا

  : الشرط ن   ا تحق إ  نغ ر متلاصقت

  BABA , 

 و قال أنهما متلاصقتان إ ا كان 

BAأو BA 

 (  1.7) مثال

),(ف  الفضاء العادي  (7 uR: 

  1,0(,)2,1(,]3,2(إ ا كانم(
111
 CBA ان منموعتفإن ال

11
, BA  

 ىن  غ ر متلاصقت ن
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 )2,1(]1,0[
11

BAو ]2,1[)1,0(
11

BA . 

لكن و 
11

,CBىن  متلاصقت ن }2{)3,2[]2,1[
11

CB. 

  0,(,),0(,),0[إ ا كانم(
222

 CBA ان منموعتلفإن ال

22
, BA  غ ر متلاصقت ن ، ب نما

22
,CBلاصقت ن.مت 

  إ ا كانم ،2Rف  الفضاء  (2

}1:),{(

}1:),{(

}1)1(:),{(

22

3

22

3

22

3







yxyxC

yxyxB

yxyxA

 

ان منموعتالفإن 
33

, BA ب نما  غ ر متلاصقت ن ،
33

,CBمتلاصقت ن. 

 (  1.7نظر ة )

),( توبوللللون فللل  الفضلللاء ال X،أي منملللوعت ن غ لللر متقلللاطعت ن  BA , 

 .غ ر متلاصقت ن تكونان  

 البرهان 

XBAأن  بفرض ,بح   أن  BA.المنموعت ن بما أنcc BA  فإن: مغلقتان، ,









BABAABAi

ABABBABi

cc

cc

)(

)( 

 ■.غ ر متلاصقت ن  ,BAأي أن 

 (  1.2نظر ة )

BAإ ا كانللم  ),( توبولللون فلل  الفضللاء ال غ للر متلاصللقت ن منمللوعت ن  , X  

BDAC وكانم  DC فإن ,   أ ضا.غ ر متلاصقت ن منموعتان ,
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 البرهان 

  فإن :صقت ن غ ر متلا ,BA ن بما أن المنموعت 









BAii

BAi

)(

)(
 

BDAC أنوبما    فإن ،,

 BADC 

 وأ ضا فإن : 

 BADC  

 ■.,DCالمنموعت ن عدم تلاص وه ا هو إثبام 

 (  1.7نظر ة )

),( توبوللللون   الفضلللاء الفللل FF,21  المنموعتلللان المغلقتلللان X غ لللر  نكونلللات

 إ ا وفقط إ ا كان متلاصقت ن 21 FF 
 البرهان 

 ن فإن :اومغلقت غ ر متلاصقت نن امنموعت FF,21 نفرض أن
■. 212121 FFFFFF 

 (  1.7) ت نةن

),(إ ا كللان  X فضللاء1T غ للر مللوعت ن منته تلل ن و غ للر  للال ت ن وفللإن أي من

 .غ ر متلاصقت ن  كونان  Xمتقاطعت ن ف  

 البرهان

XBA بفرض أن  , منته ت ن ح   أن  منموعت ن 

  BABA ,, 
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لكونها اتحاد  و لكه  منموعة مغلقة  1Tبما أن كل منموعة منته ة ف  فضاء

 عل لللإ مغلقتلللان و ,BAن منملللوعت ال فلللإنمنموعلللام منته لللة وح لللد  العنصلللر 

 كون BABABA.■ 

   (1.2تعر ف )

),(فلل  أي فضللاء توبولللون   X .ت ن  قللال للمنمللوعHG,   انهمللا منمللوعت

  إ ا تحق  الآت : XAانفصال للمنموعة النزئ ة 

.  HAGAi ,)( 

.)()()(  HAGAii 

.)()()( AHAGAiii  

 

 (1.7شكل )

   (1.2) مثال

},,,,{بفرض أن edcbaX  وأن التوبولون  المعرف عل  ه   المنموعة

},,},{},,,{},,{{وه edccbacX   .: المنموعت ن 

 },,{ cbaG  },,{ edcH 

},,{ منموعت  انفصال للمنموعةهما  edaA  ىن:  

  },{,}{)1( edHAaGA 

 )()()2( HAGA 

.)()()3( AHAGA  
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    (1.7تعر ف )

),( توبولللونالفضللاء الأن قللال     X فضللاءً مترابطللاً إ ا كللان مللن غ للر الممكللن

 .وغ لر متلاصلقت ن مفتلوحت نو غ لر  لال ت نكإتحلاد لمنملوعت ن Xالتعب ر علن 

 .(disconnected) لاف  لك  قال أن الفضاء غ ر مترابط 

 منموعتان من ه ا التعر ف  مكن القول بأن الفضاء مترابط إ ا لم توند

HG,  بح    كون 

  HGHGHGHGX ,,,, 

   (1.7) ملاحظام 

و  ,HGح   أن   HG  :  الشرطفإن  ,

  HGHG  HGأن  كافئ ,

HHGG لك ىن و   القول بأن الفضاء التوبولون  ل ا  مكن   .,

),( X:كون مترابطاً إ ا تحق  أحد الشرط ن  

(i)  إ ا لم توند ف إ منموعتان غ ر  ال ت نHG,  بح   أن 

 HGHGX ,. 

(ii)  إ ا كانمcAA, فإن ،A أوXA  أي أن .,X  هما

),(ف   ف  آن واحد المغلقتان المفتوحتان و الوح دتان  المنموعتان X. 

   (1.2) ملاحظام

),(الفضاء التوبولون    X كون غ ر مترابط إ ا وندم ف إ منموعة نزئ ة 

AXغ ر  ال ة   بح   تكونA مفتوحة و مغلقة ف  نفس الو م ىنإ إ ا كانم

XA  منموعة نزئ ة فعل ة مفتوحة و مغلقة فإنAXAc  تكون منموعة

 مغلقة و مفتوحة و ح   أن cAAوXAA c  من  لك نستنتج أن . و 
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),(الفضاء  X  مترابط.غ ر فضاء 

   (1.7) مثال

),(الفضاء التوبولون  المتقطع  DX ح   أن ،X  تحتوي عل  عنصر ن عل 

 ىن أي منموعة نزئ ة فعل ة ف إ تكون و لكاى ل ، هو فضاء غ ر مترابط 

 مغلقة.ومفتوحة  

  (1.7) مثال

),(الفضاء التوبولون   الغ رمتقطع IXالمنموعت ن  لك ىن هو فضاء مترابط و

 .,Xالمفتوحت ن و المغلقت ن معاً هما فقط 

 (1.7) مثال

},,},{},,{},,,{},,,{},,,{{بفرض أن  ecbaebadcacaaX     توبولون

},,,,{معرف عل  المنموعة  edcbaX .   الفضاء التوبولون),( X  مترابط

 .,X لك ىن المنموعت ن المفتوحت ن و المغلقت ن معاً هما فقط و
 (1.6) مثال

},,},{},,{},,,{},,,{{بفرض أن  edcbdcadcaX     توبولون  معرف عل

},,,,{المنموعة  edcbaX .  التوبولون  الفضاء),( X  غ ر مترابط ىنإ

},{},,,{المنموعت ن Xف  توند  edcbaمغلقة و ان   كل منهما مفتوحة و

Xedcba  },,,{}{. 
  (1.7تعر ف )

),( للللل كن X و توبولللللون فضللللاء XA المنموعللللة  أن.  قللللالA  غ للللر

),(كللان الفضللاء النزئلل  مترابطللة إ ا 
A

A  غ للر متللرابط. أمللا إ ا كللان الفضللاء

),(النزئ  
A

A  ن المنموعة مترابط فإA .تسم  مترابطة 
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  (1.1) مثال

},,},{},{},,{},,{{بفرض أن  cbababaX    عل  توبولون  معرف

},,,,{المنموعة  edcbaX   فإ ا كانم .},,{ edbA و},{ baB .  فإن

ىنإ لا توند منموعتان منفصلتان و مفتوحتان و  و لكمترابطة A المنموعة

),(  النزئ غ ر  ال ت ن ف   الفضاء 
A

A   ح   أن}}{,,{ bA
A

  . ب نما

},{المنموعة  baB  المنفصلتان و غ ر  المنموعتان غ ر مترابطة ىنإ توند

},{}{ ال ال تان   ba  ف  الفضاء النزئ),(
B

B  ح   أن ، 

}}{},{,,{ baB
B

 . 

  (1.8) مثال

},,},{},,{},,,{},,,{{بفرض أن  edcbdcadcaX    توبولون  معرف 

},,,,{عل  المنموعة  edcbaX   المنموعة .},,{ edbA لك أنإ مترابطة و  

},,}{{ف  التوبولون  النزئ   dA
A

   لا توند منموعام مفتوحة 

 .,Aمغلقة ف  آن واحد غ ر المنموعت ن و

 ( 1.7نظر ة )

),(ل كن   X  ًتوبولون اً. العبارام التال ة متكافئة: فضاء   

(i)  الفضاء),( X .مترابط 

(ii)  لا  مكللن التعب للر عللنX كإتحللاد منمللوعت ن غ للر  للال ت ن مغلقتلل ن و غ للر

 متقاطعت ن.

(iii)  إ ا كانمcAA, فإن ،A أوXA  . 

(iv) نزئ ة فعل ة  ىي منموعةXA   منX  كون )(Ab. 
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 البرهان.

)()(: iii  

 بح   أن  Xف   ,BAنفرض العكس، أي توند منموعت ن مغلقت ن 

  BABABAX ,,, 

ccو بالتال  فإن  BA  منموعت ن مفتوحت ن ح   أن  ,

 cccc BABAX , 

),(وه ا  تعارض مع الفرض بأن الفضاء  X.مترابط 

)()(: iiiii  

 مفتوحة و مغلقة ف  آن  Xمن  Aنفرض العكس، أي توند منموعة نزئ ة   

XAAواحد بح   أن   ,  فلإن هل ا  قتضل  أن cc AXA و ح ل  أن  ,

 cc AAAAX مغلقتلللل ن وغ للللر  ,cAAتكللللون المنمللللوعت ن  وعل للللإ ,

 و من ثم فإن  ii)(و ه ا  تعارض مع الفرض  Xتحادهما  ساوي متقاطعت ن و ا

,X ف   ف  آن واحدهما المنموعتان الوح دتان المغلقتان و المفتوحتانX. 

)()(: iiiiv  

 )(Abو غ ر  ال ة بح   أن Xمنموعة نزئ ة فعل ة من  Aنفرض أن 

 لكنو

 oo AAAbAA  )( 

oAAAA و ه ا  عن  أن  منموعة مفتوحة و مغلقة ف  نفس  Aأي أن ,

 .iii)(الو م و ه ا  تعارض مع الفرض 

)()(: ivi  

),(نفرض أن الفضاء  X منموعة نزئ ة فعل ة  مكن ا ناد  ، ل اغ ر مترابط 
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A   فX  بح   تكون  مفتوحة و مغلقة ف  نفس الو م أي أن

cc AAAA  ن ل ا فإ ., cc AAAAAb  تعارض مع وهذا  )(

 ■iv).( الفرض

 ( 1.7) تمه د ة 

],[}:{الفتر  المغلقة   bxaRxba    ف  الفضاء التوبولون  العادي 

),( uR .تكون مترابطة 

 البرهان

],[نفرض أن الفتر  المغلقة  ba  مترابطة ل ا توند منموعتان مفتوحتان ل سم 

HG  بح    كون  ,

  HGHGHGba ,,],[ 

HbGaنفرض أن   baو أن  ,  نظراً لكون المنموعة .],[ baG 

 ف مكن فرض أن   bغ ر  ال ة محدود  من أعل  بالعنصر 

]),[sup( baGc  

موعة مفتوحة من Gو Gc. فإ ا كانم Hcأو  Gcوعل إ فإن 

Grcrcبح   أن  0r وند فإنإ   Grc ه ا  عن  أن. و ),( و 

brc  و ه ا  تعارض مع تعر ف العنصرc  ىن]),[sup( baGc . 

 بح   أن  0فإنإ  وند موعة مفتوحة من Hو  Hcأما ف  حالة 

Hcc  ),(  ه ا  عن  أنو Hc   و  نا ض الفرض بأن 

]),[sup( baGc   و من ثم فإن],[ ba .منموعة مترابطة■ 
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 ( 1.7) ظر ةن

 فقط إ ا كانمأكثر من عنصر تكون مترابطة إ ا وتحوي RAأي منموعة  

 فتر .

 لبرهانا 

تحوي أكثر من عنصر  مترابطة منموعةRAنإ إ ا كانم أولاً سنبرهن إ

 فإنها تكون فتر .

Aba  وندل سم فتر  و ه ا  عن  أنإ   Aنفرض العكس، أي أن  ,  و ك لك 

bcaبح   أن  Rcعدد    و لكنAc  و من ثم  مكن التعب ر عن 

HGAف  الصور  Aالمنموعة    ح   أن 

AcGcAH  ),(,),(. 

GaHbبما أن    فإن المنموعت ن  ,  HG  وكل منهما منموعة ,

منموعة غ ر مترابطة Aوه ا  عن  أن  HGوك لك  Aمفتوحة ف 

 وه ا تعارض.

فتر  ، فإنإ من الضروري أن  Aثان اً:  سنكمل البرهان بتوض ح أنإ إ ا كانم 

ل سم   A  الافترا  بأن المنموعة تكون مترابطة.  طتنا ف  الاثبام ه

هما ,HGمترابطة بهدف الوصول لتعارض مع الفرض بأنها فتر . نفرض أن 

منموعة HوG. بما أن كل من Aمنموعت  انفصال المنموعة الغ ر مترابطة

بح    Hbو  Ga، فإنإ  مكن ا ت ار نقطة HGغ ر  ال ة وأن 

baأن   نفترض أن .ba  بما أن .A  فتر  ، فإنAba ],[  كل نقطة ف  و

],[ ba   تقع فG   أو فH نفرض أن .)],sup([ Gbac  فإنإ  تضح أن .

bca   ومن ثم نند أنAc بما أن .G   منموعة مغلقة فA  فإن تعر ف

bc. من ه ا نست ل  أن Gc ب ن أن  cالعنصر   و ا ضاً من تعر ف .
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 H نتم  للمنموعة  c، فإن العنصر  0نند أنإ، لكل  cالعنصر 

bcبح   أن    و بما أنH   مغلقة فA فإن ،Hc  الآن لد نا .Gc 

 ■.HGن و ه ا  تعارض مع الفرض بأ Hcو 

 ( 1.6نظر ة )

),(بفللرض أن  X  أن فضللاء توبولللون  وHG منمللوعت  انفصللال  للفضللاء  ,

X.  إ ا كانللمA    منموعللة نزئ للة مترابطللة فللX فللإن .A تقللع بالكامللل دا للل

 .Hاو دا ل المنموعة  Gالمنموعة 

 البرهان

فلللللللإن  Xمنملللللللوعت  انفصلللللللال للمنموعلللللللة  Hو  Gبملللللللا أن كلللللللل ملللللللن 

XHGHG  ,   أن ح لللللللللللللHG و ملللللللللللللن ثلللللللللللللم  كلللللللللللللون  ,

AGAHA   أ ضا نند أن  و  )(,)(

  AHGAGAHAi )()()()( 

AXAHGAGAHAii  )()()()( 

)(,)(وه ا  عن  أن  GAHA   هما منموعت  انفصال للمنموعةA  و ه ا

مترابطة. ل ا فإن واحد  من المنموعت ن  نب أن  A تعارض مع الفرض بأن 

تكون  ال ة. فإ ا كانم  )( HA  فإنGHA c   أي أنA  تقع بالكامل

 ■.Hاو دا ل المنموعة  Gدا ل المنموعة 

 ( 1.2) ت نةن

),( منموعة مترابطة ف  فضاء توبولون  Aإ ا كانم  X   فإنإ ىي منموعة 

 .cBAأو  BA . فإن,cBBبح   أن  Xمن B نزئ ة
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 البرهان

cBBXفإن ,cBBبما أن    تقعو من ثمA   بالكامل فB   أو فcB.■ 

 ( 1.7) ت نةن

),( منموعة مترابطة ف  فضاء توبولون  Aإ ا كانم  X  و المنموعةB أي

ABAبح   أن  Xمن  منموعة نزئ ة  منموعة فإن الB  ًتكون أ ضا

 مترابطة.

 البرهان:

ABAمنموعة مترابطة و أن  Aنفرض أن   نفترض أن .B  غ ر مترابطة 

HGأن المنموعت ن و  هما منموعتا انفصال لها. أي أن  ,

HGBGBHBHBGB  ,,,)()( . 

)(بالكامل دا ل المنموعة Aبناءاً عل  النظر ة السابقة ف نب أن تقع   GB و أ

)(دا ل المنموعة  HB نفترض أن .HBA   فإن ه ا  ؤدي أنHA 

ABAوح   أن  GAفإن  HGح   أن و   فإنGB  

 ■مترابطة. B. إ اً  GB تعارض مع الفرض بأن وه ا 

),( منموعة مترابطة ف  فضاء توبولون  Aإ ا كانم مما سب  ، ف X  

 تكون أ ضاً مترابطة.  A فإن 

 تمر ن محلول

),( منموعة مترابطة ف  فضاء توبولون  A كانمإ ا  X. 

)(iهل oA  مترابطة .  

)(iiهل )(Ab  مترابطة . 
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 الحل

)(i  إ ا كانمA  ف  منموعة مترابطةX فل س من الضروري أن تكون ،oA  

 كما  تضح من المثال التال :مترابطة 

},,},{},{},,{},,{{نفرض أن  dbababaX    توبولون  عل

},,,{المنموعة dcbaX  بفرض أن .},,{ cbaA  زئ ة منمنموعة نX .

مترابطة ، ح   لا  مكن التعب ر عنها كإتحاد منموعت ن مفتوحت ن Aح أن واض

},{غ ر  ال ت ن وغ ر متقاطعت ن ، ب نما  baAo  طة ه  منموعة غ ر متراب

},{}{غ ر متقاطعت ن هما ح   توند منموعتان مفتوحتان و ba و  حققان

}{}{ baAo . 

)(ii  إ ا كانمA  ف  منموعة مترابطةX فل س من الضروري أن تكون ،

)(Ab   كما  تضح من المثال التال :مترابطة 

},,},{},,{},,,{},,,{},,,{{بفرض أن  ecbaebadcacaaX     توبولون

},,,,{معرف عل  المنموعة  edcbaX . بفرض أن},,{ ecaA   منموعة

},,},{},,{},{{بإ ناد التوبولون  النسب . Xنزئ ة من eacaaA
A

  أن نند

)(}),({,},{. بما أن  مترابطةAالمنموعة  caAdbAext oo    فإن

},,{)( edbAb   بإ ناد التوبولون  النسب }},{},{,),({
)(

ebdAb
Ab

   نند 

)(},,{أن المنموعة  edbAb  .ل سم مترابطة 
 ( 1.7) ت نةن

),( الفضاء التوبولون  X ابط إ ا وندم ف إ منموعة كث فة  كون متر

 مترابطة. و

 



 (الاتصالالترابط) – سابعالفصل ال

222 

 

 البرهان:

),( منموعة  كث فة ومترابطة ف  الفضاء التوبولون  Aأن بفرض  X   فإن  

XAA ح   أن وA  مترابطة فإنX .تكون أ ضاً مترابطة■ 

 ( 1.1) ظر ةن

 بفرض أن
Iii

A


الفضاء من المنموعام النزئ ة المترابطة ف  عائلة  }{

),( التوبولون  X  ،ىي زوج  إ بح   أنji, منته ة،من اىدلة، توند أدلة 

jiiiiii
nn



,,...,,,

1210
بح   أن  

1kk ii
AA 10لكل  nk . 

فإن المنموعة
ii

AA   .مترابطة 

 البرهان

 نفرض أن
ii

AA أن و ل سم مترابطةHG, نفصال هما منموعتا ا 

ترابط عناصر العائلة . Iiن تار الدل ل . Aالمنموعة 
Iii

A


  قتض  أن }{

GA
i
 أوHA

i
 نفرض أن .GA

i
 نفرض أن .Ij  دل ل آ ر وأن

jiiiiii
nn



,,...,,,

1210
 . 

 

 (1.2شكل )

بما أن 
1i

AGفإن،G  تحوي
1i

A و ه ا  قتض  أن
2i

AG  و من ثم

تحوي  Gنند أن 
2i

Aستقراء الر اض   مكن أن نند أن و بالاG  تحوي
ni

A .

تحوي  Gأي أن 
j

A . فإن المنموعة ل اG تحوي
ii

AA   ومن ثم  كون

AG   وه ا  تعارض مع الفرض بأنH  منموعة غ ر  ال ة. إ ا
ii

AA   
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 ■.مترابطة

 ( 1.7) ت نةن

}{ بفرض أن
i

A  من المنموعام النزئ ة المترابطة ف  الفضاءعائلة ),( X . 

(i)  إ ا وند عنصر من العائلة  تقاطع مع با   عناصر العائلة، فإن

المنموعة
ii

A  .مترابطة 

(ii)  إ ا كان
i

A،  المنموعةفإن
ii

A  .مترابطة 

 ( 1.8) ةظر ن

 الصور  المتصلة للفضاء المترابط تكون منموعة مترابطة. 

 البرهان

:),(),( نفرض أن  YXf   دالة متصلة من الفضاء التوبولون  المترابط 

),( X   إل  الفضاء التوبولون),( Y نر د اثبام أن .)(Xfعة نزئ ة منمو

أن غ ر مترابطة و Xf)(. لإثبام  لك نفترض العكس بأن Yمترابطة ف  

)(
|,

Xf
HG  نفصال المنموعة هما منموعت  ا)(Xf ل ا نند أن. 

  HGHGHGXf ,,,)( 

 و من  لك نستنتج أن 

  )()(,)()( 1111 HfGfHfGfX 

)(,)(ح   أن  11 HfGf   منموعت ن نزئ ت ن مفتوحت ن فX  و غ ر

و ه ا  تعارض مع الفرض Xإنفصال للمنموعة نهما منموعت  متقاطعت ن فإ

 ■منموعة مترابطة. Xبأن 

 ( 1.6) ت نةن

:),(),(إ ا كانم    YXf    دالة متصلة و شاملة من الفضاء التوبولون 
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),(المترابط  X   إل  الفضاء التوبولون),( Y  فإن الفضاء),( Y .مترابط 

  (1.1)  ت نةن

 .مترابط ه   اص ة توبولون ة الفضاء كون  ن أ اص ة  

 (1.9)نظر ة 

RXfمدى الدالة المتصلة  : المعرفة عل  الفضاء المترابط و),( X  عبار

 .عن فتر 

 البرهان

RXf بما أن الدالة متصلة ، فإن )(عل  نظر ة ة وبناءً منموعة مترابط  

 ■.( فإنها تكون فتر 1.8)

 (1.77نظر ة )

),(ولون  الفضاء التوب  X دالة   دمفقط إ ا ونمترابط إ ا و  كون غ ر 

 .}1,0{ متقطع لإل  الفضاء ا Xمن  شاملةمتصلة و

 البرهان

),(نفرض أن الفضاء  X أن  غ ر مترابط وBA, نفصال هما منموعت  ا

X .أي أن BAX  .1,0{متصلة  ل ا  مكن تعر ف دالة{: Xf  من

  الص غة  لال










Bxif

Axif
xf

1

0
)( 

وأن  غ ر متلاصقت ن ,BAه ا التعر ف متحق  نظرا لكون المنموعت ن 

BAX  بما أن .BA, منهما مفتوحة، فإن  وكلعت ن غ ر  ال ت ن منمو

 .متصلة وشاملةfالدالة 
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),(من ناح ة أ ري،بفرض أن  X أنإ توند دالة متصلةفضاء مترابط و  

:}1,0{  وشاملة Xfن لد نا الفضاء (  كو1.1من نظر ة ) ، فإنإ

 ■مترابطاً و ه ا تعارض. }1,0{المتقطع

 (  1.9) مثال

)},(:1{، الدائر  2Rف  المستوي  22  yxyxCتعتبر منموعة مترابطة 

 تصلة باعتبار الدالة الم و لك ]1,0[ونها صور  متصلة للفتر  المترابطة ك لك لو

Cf ]1,0[: 

)()2sin(),2(cos((و المعرفة بالص غة  tttf  ح   أنCf ])1,0([. 

 

أن نظر ة  نعلم ب التفاضلم التحل ل و حسارامن  لال دراستنا لمقر

 الب نة تن  عل  التال : الق مة

Rbafإ ا كانم  ],[:صلة و كان دالة متRk  عدد حق ق   قع ب ن أي 

)(af و)(bf  عل  اى ل العددفإنإ  وند x    ف  الفتر],[ ba  بح    كون 

kxf )(. 

 

 (1.7شكل )

 ة الب نة .تعم م لنظر ة الق مالنظر ة التال ة تعتبر 
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 (1.77) ظر ةن

RXf بفرض أن  : ح   أن دالة متصلة),( X فإ ا  فضاء مترابط .

Xbaكانم  ,  وRk عنصر  قع ب ن)(af و)(bf  فإنإ  وندXx  

kxfبح    كون  )(. 

تعتبر نظر ة الق مة الب ن ة ال اصة بحساب التفاضل و التكامل حالة  اصة من 

RbaX حد  لو أ  نا  و لكه   النظر ة   ],[. 

 البرهان 

),(بما أن   X  و فضاء مترابطRXf :فإن  متصلة دالةRXf )(  

),()()(منموعة  مترابطة و من ثم فه  فتر  و ح   أن  Xfbfaf   

)()(و bfkaf  إن ف)(Xfk  و عل إ  وندXx   بح   أن

kxf )(.■ 

 

   لون ةمركبام الفضاءام التوبو( 1.2)

   Components of  Topological Spaces  
 نإ  د توند طر  طب ع ة لتقس م ه ا فضاء ا ت اري ، فإ Xبفرض أن 

الفضاء إل  أنزاء مترابطة ) أو مترابطة مسار اً(. ه   اىنزاء سوف  طل  

 المترابطة. المركبامعل ها مركبام الفضاء أو 

المركبام المترابطة و دراسة مفهوم ف  عر بل الشروع ف  ت

(Connected components)التال ة: تمه د ة ، دعنا نمهد ل لك بال 

 (  1.2) تمه د ة 

),(بفرض أن  X   علا ة معرفة  عل   ~وأن فضاء توبولونX : بالصور 
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yx Ayxبح   أن  XAإ ا وندم منموعة مترابطة  ~ , 

 فإن ه   العلا ة ه  علا ة تكافؤ.

 البرهان

د  العنصر دائماً مترابطة ل ا فلكل  ه   العلا ة عاكسة ىن المنموعام وح

Xx  توند منموعة مترابطة وه}{x كما أن ه   العلا ة متماثلة. إثبام أن.

yxه   العلا ة متعد ة، نفترض أن  zyوأن  ~ Xzyxىي ~ ,,ل ا توند . 

XBAمنموعتان مترابطتان   ,  بح   أن كل منAyx ,  وBzy , . 

 منموعة   BAفإن  BAو منموعة مترابطة  ,BAبما أن كل من 

BAzxوأن مترابطة  , ل ا.zx ~.■ 

 (  1.7) تعر ف

),(بفرض أن   X علا ة  تكافؤ معرفة  عل   ~وأن ون  فضاء توبولX 

 بالصور :

yx Ayxبح   أن  XAإ ا وندم منموعة مترابطة  ~ , 

),(فإن فصول تكافؤ ه   العلا ة تسم  مركبام الفضاء  X. 

 (  1.72) نظر ة

),(منموعة نزئ ة مترابطة من الفضاء التوبولون   XAبفرض أن  X 

 .BAفإن BAمركبام ه ا الفضاء بح   أن  ه  إحدىBوأن 

 البرهان

BAxنفرض أن    تضح أنإ لكل نقطة  .Aa  فإنax  بما أن و ~

Bx  فإنBax , من ثم  كون كل عنصر من عناصر وA  محتوى ف 

 ■.Bالمركبة 
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 (  1.77) نظر ة

),(مركبة ف  الفضاء التوبولون  أي  X .تكون منموعة مترابطة 

 البرهان 

),(فضاء التوبولون  مركبة من مركبام ال Cبفرض أن  X  وأنCx  ل ا .

XKلتكن طة وتوند منموعة مترابCyلكل 
y
  بح   أن

y
Kyx , بما .

yxأن   ف  yلكل نقطة  ~
y

K   فإنCK
y
من ه ا نند أن . 

 }:{ CyKC
y

 

وأن منموعام مترابطة  عبار  عن اتحاد عة مترابطة ىنها و ه   المنمو 


y

Kقطة ) ىن النxمونود  ف  كل
y

K.)■ 

 (1.77) نظر ة

),(مركبة ف  الفضاء التوبولون  أي  X .تكون منموعة مغلقة 

 البرهان: 

),(فضاء التوبولون  مركبة مترابطة ف  ال Cبفرض أن  X  و ح   أن

CC   فإنC  منموعة مترابطة تحوي المنموعةC  وح   أنC  مركبة

CCفه  أكبر منموعة مترابطة و بالتال  فإن    و من ثم نند أنCC   أي

 ■مغلقة. Cأن 

 (1.77مثال )

]1,0[]3,2[بفرض أن   X فضاء نزئ  من الفضاء التوبولون  الاعت ادي

),( uR الفضاء .X  3,2[و  ]1,0[لإ المركبت ن[. 

 (1.77مثال )

},,},,{},,{{بفرض أن  edacbX    توبولون  عل  المنموعة 
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},,,,{ edcbaX   فإن مركبام الفضاء التوبولون .),( X   ه ،

},,{},,{ edacb. 

 (1.72مثال )

 لون  المتقطع ه  عائلة المنموعام وح د  العنصر.مركبام الفضاء التوبو

 (1.6) تعر ف

),(الفضاء   قال أن X  بالكاملغ ر مترابط(Totally disconnected )  إ ا كانم 

 وح د  العنصر.عبار  عن منموعة كل مركبة من مركباتإ 

 (1.77) نظر ة

 هو فضاء بالكاملكل فضاء غ ر مترابط 
1

T . 

 البرهان

مغلقة وه  منموعام وح د  غ ر مترابط بالكامل بما أن مركبام الفضاء ال

فضاء   كونالعنصر فإن ه ا الفضاء 
1

T.■ 

 (1.77مثال )

 .هو فضاء غ ر مترابط بالكاملالفضاء التوبولون  المتقطع  

 

 Path Connectedness    الترابط المساري (1.7)
ال ي من الترابط و لنوع ند د  قودنا لمفهوم مهم Rترابط الفترام ف  

مت  كانم كل ، تبعاً له  النوع من الترابط،  كون مترابطاً  X بن أن الفضاء 

 نقطت ن ف إ مرتبطت ن بمسار  قع بالكامل دا ل ه ا الفضاء. ه ا النوع من 

 عرفإ ف ما  ل .هو ما سن  ترابط  سم  بالترابط المساري وال
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 الترابط المساري (7.4شكل )

 (1.1) تعر ف

Xyxبفرض أن  ,  نقطت ن ف  الفضاءX  المسار ،(Path)    فX من 

Xbafهو الدالة المتصلة yإل  النقطة xالنقطة  ],[:  المعرفة من أي فتر 

xafبح   أن Xإل  الفضاء  Rمغلقة ف   )( وybf )(. 

),(التوبولون    الفضاء X ترابط مسار اً  سم  م(path connected)  إ ا كان 

Xyxلكل   , وند مسار ف X  من النقطةx إل  النقطةy. 

 (  1.77) مثال

Xfدالللة كللل  ىن و لللكالفضللاء التوبولللون  التافللإ متللرابط مسللار ا  ]1,0[: 

 .متصلة

 (1.77) مثال

),(الفضاء العادي  uR  ىي  و لكمترابط مسار اRba , دالةفإن ال 

Rf ]1,0[:  و المعرفة بالصور 

Rbaxbxaxxf  ,,]1,0[,)1()( 
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bfafتحق  ه  دالة متصلة و   فإنها تمثل  وعل إ )0(,)1(

 .Rدا ل  bإل   aرمن مسا

 (  1.76) نظر ة

 كل فضاء مترابط مسار اً هو فضاء مترابط.

 البرهان

),(نفرض أن  X  . ف  حالة فضاء توبولون  مترابط مسار اX فإن 

X،Xxح بد ه ة. لنفرض أن النت نة تصب 
0

نقطة ثابتة م تار . من 

),(الترابط المساري للفضاء X فإنإ لكلXx وند مسار Xbaf
x

],[: 

بح   أن 
0

)( xaf
x

،xbf
x

)( صلة من الفتر  تح   أن المسار دالة مو

],[المترابطة  baن المنموعة، فإ]),([ baf
x

. Xxمنموعة مترابطة لكل 

]),([لكن  bafX
x

Xx
.  ًإ اX  مترابطة لكونها اتحاد منموعام مترابطة

 ■  ال.تقاطعها غ ر 

 ه ا ن  كون صح حاً دائما ول س من الضروري أه   النظر ة عكس   

  تضح من  لال المثال التال 

 (  1.76) مثال

{(2 المنموعةباعتبار 
1

sin(,10:),{( R
x

yxyxA   مترابطة 

(تحم تأث ر الدالة  )1,0[ لك لكونها صور  متصلة للفتر  و
1

sin()(
x

xf  . 

)}0,(:11{ لك  كون  من  yyAA  لكنإ غ ر و فضاء مترابط 

(إل  النقطة  )0,0(ن النقطة مأي مسار  و لك لعدممترابط مسار اً 
1

,0(


  مثلاً.
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 منحي الدالة (:7.5شكل )
x

y
1

sin 

 

 Locally Connectedness   الترابط الموضع     (1.7)

الت   نب أن تتحق  ف    اص ة الترابط تعتبر من ال وا  المهمة

لكنإ أح اناً تستدع  الحانة أن  حق  الفضاء شرط الترابط فضاء ما. و

. أو بمعن  آ رأن ه   النقطة  توفر لها نوار موضع اعًند نقطة ما دون غ رها 

 ال ة:ر التالنوع من الترابط  عرف ف  السطو صغ ر مترابط. ه ا

 (  1.8) تعر ف

),( قال أن الفضاء التوبولون   X   مترابط موضع اً عند النقطةx  إ ا كان 

بح    كون  xللنقطة  V اً  حوي نوارا مترابط xللنقطة  Uكل نوار 

UV . 

),(إ ا كان الفضاء  X  ًمترابطاً موضع اً عند كل نقاطإ، فإنإ  سم  فضاء 

 موضع اً. اً مترابط

 (  1.9) تعر ف

),( قال أن الفضاء التوبولون   X   مترابط  ترابط مساري موضع  عند 

  Vسار اً م  اً  حوي نوارا مترابط xلنقطة  Uإ ا كان كل نوار  xالنقطة 
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UVبح    كون  xللنقطة  . 

),(إ ا كان الفضاء  X   ترابط مساري موضع  عند كل نقاطإ، فإنإ مترابط

  سم  فضاء مترابط   ترابط مساري موضع .

 (  1.71) مثال

 موضع اً  ةو مترابط ةكل فتر  ف   ط اىعداد مترابط  (7)

 أي فضاء متقطع مترابط موضع اً   (2)

 أي فضاء تافإ مترابط موضع اً   (7)

]0,1()1,0[الفضاء النزئ    (7) X بط غ ر مترامن  ط الاعداد 

 لكنإ مترابط موضع اً و 

 .مترابطة موضع اً  لال سم مترابطة و Qمنموعة الاعداد الق اس ة  (7)

 ، ف  المقابل أن الترابط الموضع  لا  عن  الترابط لاحظنا من المثال الساب 

),(ما  مكننا أن نقول عندما  كون الفضاء  X ر   كون مترابط هل بالضرو 

 مترابطاً موضع اً  ه ا السؤال تتضح انابتإ من  لال المثال التال :

وأن فضاء نزئ  من المستوي اى ل دي Xبفرض أن   (6)

BAX  ح   أن 

}11,0:),{(  yxyxA 

)}1sin(,10:),{( xyxyxB  

تحم تأث ر الدالة  )1,0[نها صور  الفتر  كول و لكة مترابطBالمنموعة 

)(),)1sin((المعرفة بالص غة  fالمتصلة 
x

xxf ما أن . بBX   فإن

ملاحظة  لكنإ غ ر مترابط موضع اً ىنة  مكن  بسهولة مترابط و Xالفضاء 

)0,(أن كل نقطة  bx    فA .لها نوار لا  حوي أي نوار مترابط 
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 (7.6شكل )

 

BAX، افترض أن ف  المستوي مع التوبولون  الاعت ادي  (1)  فضاء

 ح   أن2Rنزئ  من 

}1,
1

1:)sin,cos{(  t
t

rtrtrA  و}:)sin,{(cos RtttB  

BAXالمنموعة    المنموعة  مترابطة ىنA  مترابطة لكونها

]0,(صور  مستمر  للفتر  المترابطة 
0

R وBAX   مترابطة

فإن كل نوار مفتوح  )0,1(لكنها غ ر مترابطة موضع ا ىنإ با ت ار النقطة 

 لا  كون مترابطاً. )0,1(وصغ ر بقدر كاف للنقطة 

 

 (7.7شكل )
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   (1.71) نظر ة

),(الفضاء التوبولون    X مفقط إ ا كانإ ا و ترابطاً موضع ً  اً  كون مترابط  

 ه  منموعة مفتوحة.، Xف   ،A مركبة أي منموعة مفتوحة

 البرهان

),(اولاً نفرض أن  X وأن  اً فضاء مترابط موضعXA  منموعة نزئ ة

فإنإ Cx. إ ا كانم Aمركبة للمنموعة المفتوحة  Cوأن  Xمفتوحة  ف  

AVبح   أن  xللنقطة  V مكن ا ت ار نوار مترابط   ح   أن .V 

للمنموعة   Cقع بالكامل ف  دا ل المركبة منموعة مترابطة فإنإ  نب أن ت

A ومن ثم فإنC   تكون منموعة مفتوحة فX. 

ه  منموعام مفتوحة.  Xف   أن مركبام المنموعام المفتوحة  ثان اً نفترض

 Cنوار له   النقطة و Vبفرض أن و قطة ا ت ار ة كن Xxا ت ارب

مفتوحة ة ومترابط C. الآن  المركبة xتحوي النقطة  و Vمركبة للمنموعة  

),( الفضاء . إ اً X ف   X موضع  عند النقطة  بطامترابط ترx.■ 

 

 (1.7) تمـار ـن

},,},{},,{},,,{},,,{{ إ ا كلللان (1 edcbdcadcaX    توبولون لللا معرفلللة

},,,,{عللل  المنموعللة  edcbaX  .الفضللاء ادرس تللرابط ),( X .هللل ؟

},,{ المنموعة النزئ ة edbA  . مترابطة 

 :ه   المنموعام ادرس ترابط .2Rالمنموعام التال ة نزئ ة من  (2

 },:),{(}0:),{( 1
a

boababbaA . 

 }0{2  RA. 
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 }1:),{( 221  yxyxS. 

 }1:),{( 22  yxyxB. 

:),(),( للللتكن (3  YXf   ن الفضلللاءبلللرهن أ ، ن تشلللاكل توبوللللوداللللة  
),( Y و فقط إ ا كان الفضاء إ ا اً رابطً  كون مت  ),( X . ًفضاءً مترابطا 

 أن  اص ة الترابط  ل سم  اص ة وراث ة   ب ن بمثال (7

   من الفضاء التوبولونـلـ  ة مترابطةنزئ ةمنموع ,BA كل من بفرض أن  (7

),( Xح   أن  BA..فبرهن أن BA منموعة مترابطة. 

:),(),(  لتكن  (6  YXf من الفضاء  شاملةو مفتوحة  و  ةتصلدالة م 

),( موضع اً  المترابط  التوبولون X   إل ),( Y.فب ن أن الفضاء),( Y  

 .ترابط موضع اً م
 المترابط موضع اً الفضاء التوبولون  من   نزئ ة منموعة  Aلتكن  (7

),( X وبح   أن)(Ab  ًن أن   . فبمنموعة مترابطة موضع اA وعةمنم 

 .مترابطة موضع اً  

اثبلللم أن الصلللور  المتصللللة ىي منموعلللة نزئ لللة مترابطلللة مسلللار اً هللل    (8

 منموعة مترابطة مسار اً.

),( كن لللل (9 X و للللتكنتوبوللللون   فضلللاء XA ة منموعلللة نزئ لللة كث فللل

),(  الفضاء هل .و مترابطة مسار اً Xف  X مسار اً  رابطمت . 

برهن أن اتحلاد عائللة المنموعلام المترابطلة مسلار اً  ام التقلاطع غ لر  (11

 ال ال هو منموعة مترابطة مسار اً.
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),(إ ا كللان  (11 X فضللاءً مترابطللاً موضللع اً و لللتكنXA  و المنموعللة

B   مركبة فAبرهن أن . 

).()()3(

)()()2(

)1(

AbBBbAAif

AbBb

ABB Oo







 

),(لل كن  (12 X موضللع اً و  اً فضلاءً توبولون للاً مترابطلA منموعلة نزئ للة

),(الفضلللاء النزئللل  بح للل  أن  Xملللن 
A

A هن أن.بلللر متلللرابط موضلللع ا 

 مترابطة موضع اً. Aالمنموعة 
2}0{أثبم أن الفضاء  (77 R. مترابط 

:}0{]1,0[لللتكن  (77 2 Rf10دالللة متصلللة و شللاملة. اثبللم أنللإ لكللل  c 

1)(فإن  cf  .غ ر  ابل للعد 

 كلون متلرابط مسلار اً و هلو متلرابط nR اثبم أن كل مفتوح متلرابط فل  (77

 موضع اً. 

و المنموعللللللللللة  Rهللللللللللل  ونللللللللللد تشللللللللللاكل توبولللللللللللون  بلللللللللل ن  (76

}0:),{( 2  xyRyx . 

و اي منموعلة مفتوحلة نزئ لة ملن  Rهل  ونلد تشلاكل توبوللون  بل ن  (71

R . 

 ب ن أن الفضاء   و بعد صفري إما غ ر متقطع أو غ ر مترابط.  (78

ر بلل ن أن الفضللاء صللفري البعللد و اللل ي ف للإ كللل منموعللة وح للد  العنصلل (79

 مغلقة هو غ ر مترابط  بالكامل 

بلللرهن أن كلللل فضلللاء هاوسلللدورف و صلللفري البعلللد هلللو غ لللر متلللرابط  (27

 بالكامل 
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و مثللال لفضللاء ضلع مثللال لفضللاء صللفري البعللد و غ لر متللرابط بالكامللل  (27

 غ ر مترابط بالكامل ول س صفري البعد. 

برهن أن كل فضاء نزئ  من الفضلاء الغ لر متلرابط بالكاملل هلو فضلاء  (22

 غ ر مترابط بالكامل 

 


